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ВВЕДЕНИЕ

Курс математики (алгебры) для 7–9 классов основной школы «Учусь учить-
ся» является частью непрерывного курса математики образовательной системы 
Л. Г. Петерсон и  обеспечивает непрерывность математической подготовки уча-
щихся, начиная с дошкольной ступени вплоть до их перехода в старшую школу 
или получения среднего профессионального образования (на уровне технологии 
и дидактики, содержания и методики).

Основной целью данного курса является формирование у  учащихся умения 
учиться, их интеллектуальное и духовно-нравственное развитие и воспитание, со-
хранение и поддержка здоровья детей, овладение каждым учащимся по индивиду-
альной траектории саморазвития системой глубоких и прочных математических 
знаний, умений и навыков, необходимых для продолжения образования в любом 
профиле старшей школы и  образовательных учреждениях среднего профессио-
нального образования.

Курс математики «Учусь учиться» для 7–9 классов средней школы обеспечи-
вает организацию учебной деятельности учащихся, в процессе которой создаются 
условия для надежного достижения целей, поставленных ФГОС ООО — личност-
ных, метапредметных и  предметных результатов освоения основной образова-
тельной программы посредством формирования универсальных учебных дей-
ствий и умения учиться в целом. Данные цели реализуются на основе «Концепции 
духовно-нравственного развития и  воспитания личности гражданина России», 
составляющей идеологическую основу ФГОС, и системно-деятельностного под-
хода, составляющего методологическую основу ФГОС.

Исходя из «Концепции духовно-нравственного развития и воспитания лично-
сти гражданина России», отбор учебного содержания в курсе математики «Учусь 
учиться» осуществлялся с ориентацией на формирование базовых национальных 
ценностей. Средствами учебного предмета математики у учащихся воспитывают-
ся ценности созидания и саморазвития, честности и справедливости, открытости 
и толерантности, уважения к окружающим людям, к отечественной и зарубежной 
математической культуре. Создаются условия для развития у них познавательного 
интереса, формирования представлений о математике как о мощном методе по-
знания действительности, едином языке всех наук.

Педагогическим инструментом решения поставленных целей в курсе «Учусь 
учиться» на всех ступенях обучения с  учетом возрастных психологических осо-
бенностей развития детей является образовательная система деятельностного ме-
тода обучения Л. Г. Петерсон, реализующая методологическую версию системно-
деятельностного подхода (Г. П. Щедровицкий, О. С. Анисимов и др.).

Образовательная система деятельностного метода обучения включает в себя:

• описание образовательных целей и метода их реализации,
• технологию деятельностного метода (ТДМ),
• типологию уроков,
• систему дидактических принципов,
• методическое обеспечение,
• систему диагностики и  контроля результатов обучения в  соответствии 

с ФГОС,
• систему подготовки педагогических кадров.

Технология деятельностного метода (ТДМ)  — это педагогический инстру-
мент, позволяющий учителю, с  одной стороны, организовать включение уча-
щихся в учебную деятельность на основе метода рефлексивной самоорганизации 
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(Г. П. Щедровицкий, О. С. Анисимов и  др.). Благодаря этому создаются условия 
для надежного достижения каждым учащимися личностных и  метапредметных 
результатов ФГОС. С  другой стороны, в  ТДМ заложены все этапы глубокого 
и прочного усвоения знаний (П. Я. Гальперин), что обеспечивает не только высо-
кий уровень предметных результатов ФГОС и сдачу ГИА, но и создает существен-
ный задел для результативного участия школьников в математических олимпиа-
дах, их успешного обучения в 10–11 классах и подготовки к ЕГЭ.1

Содержательные особенности построения
курса «Учусь учиться» 7–9 классов

Реализация в курсе деятельностного метода обучения позволяет при изучении 
всех разделов курса организовать полноценную математическую деятельность уча-
щихся по получению нового знания, его преобразованию и применению, включа-
ющую все три этапа математического моделирования. Ими являются:

1) этап математизации действительности, то есть построения математиче-
ской модели некоторого фрагмента действительности;

2) этап изучения математической модели, то есть построения математической 
теории, описывающей свойства построенной модели;

3) этап приложения полученных результатов к реальному миру.
При построении математических моделей учащиеся приобретают опыт ис-

пользования математических знаний для описания объектов и  процессов окру-
жающего мира, объяснения причин явлений, оценки их количественных и про-
странственных отношений.

На этапе изучения математической модели они развивают математический 
язык, логическое, алгоритмическое и творческое мышление, они учатся исследо-
вать и выявлять свойства и отношения, наглядно представлять полученные дан-
ные, строить и выполнять алгоритмы.

Далее, на этапе приложения полученных результатов к реальному миру уча-
щиеся применяют математические знания для решения задач. Здесь они отраба-
тывают умение выполнять алгоритмы решения уравнений и неравенств, а также 
их систем, при решении текстовых задач. Учащиеся работают со схемами и табли-
цами, диаграммами и графиками, анализируют и интерпретируют данные, овла-
девают грамотной математической речью.

Особенностью программы «Учусь учиться» для 7–9 классов является то, что, 
в  отличие от других программ, учащимся сначала предлагается решить практи-
ческую задачу, в ходе построения математической модели которой они приходят 
к необходимости расширения имеющегося у них математического аппарата. Та-
кой прием используется при введении всех основных видов уравнений (линей-
ного диофантова уравнения, линейного уравнения с  двумя переменными и  их 
систем, квадратного уравнения, дробно-рационального уравнения), а также си-
стемы и совокупности неравенств. Это позволяет показать учащимся связь «не-
живых» букв алгебры с окружающим их «живым» миром и является одним из спо-
собов мотивации старшеклассников к изучению математики.

С этой же целью в курсе рассматривается большое число физических задач, 
решение которых сводится к только что изученным приемам и методам. Благо-
даря чему у учащихся формируется представление о математике, как о мощном 
инструменте познания реальных процессов в мире.

Этот же подход используется для формирования понятия «функция» — зна-
комство с  любой новой функцией в  7–8 классах начинается с  рассмотрения 
практических задач, обобщенным описанием которых она является. Начиная с 9 

1 Более подробно о ТДМ, проектировании и проведении уроков см. в приложении.
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класса, функции вводятся исходя из внутренней логики развития математической 
теории.

Еще одной особенностью курса является возможность углубленного изучения 
темы «Функция». Этому способствует мощная пропедевтика этого понятия, начи-
нающаяся еще в начальной школе. Уже в 6 классе учащиеся получают представле-
ние о понятии «функциональная зависимость», что позволяет учащимся в 7 классе 
работать с понятием «функция» на вполне осознанном уровне. Вплоть до 9 класса 
к этому понятию учащиеся неоднократно возвращаются и уточняют его. К концу 
9 класса у учащихся развивается представление о функции, как об абстрактном 
правиле сопоставления элементов двух множеств произвольной природы.

Со свойствами функций учащиеся начинают знакомиться, рассматривая их 
сначала для каждой изучаемой ими функции. В 9 классе эти свойства обобщаются 
для общего понятия функции и используются при построении графиков. Таким 
же образом строится работа по изучению преобразований графиков: сначала в 7 
классе учащиеся получают представление о получении графика линейной функ-
ции из прямой пропорциональности, в 8 классе с помощью параллельного пере-
носа они строят график квадратичной функции, а уже в 9 классе рассматривают 
этот и другие виды преобразования графиков для общего понятия функции.

Еще одной особенностью содержания программы по изучению функций явля-
ется работа с ключевой для школьного курса функцией — квадратичной. Эта функ-
ция рассматривается в 8 классе в неразрывной взаимосвязи следующих вопросов: 
квадратное уравнение  — квадратичная функция  — квадратное неравенство. Это 
позволяет получить учащимся целостную картину: они понимают, как решение 
квадратных уравнений помогает для построения графика квадратичной функции, 
видят, как свойства функции помогают при решении неравенства, чего чаще все-
го не происходит, если эти вопросы рассматриваются с разрывом во времени. При 
этом к повторению этих вопросов они возвращаются в 9 классе при решении целых 
уравнений, неравенств методом интервалов и изучении общих свойств функции.

Методические особенности построения курса «Учусь учиться»
для 7–9 классов

Учебники для 7–9 классов адаптированы для реализации деятельностного метода 
обучения Л. Г. Петерсон. Их деятельностная направленность помогает учителям реали-
зовывать системно-деятельностный подход к обучению, заявленный в ФГОС ООО.

Ключевой особенностью программы «Учусь учиться» для 7–9 классов являет-
ся то, что задачный раздел каждого пункта направлен не только на отработку того 
или иного нового знания (что являлось традиционной задачей учебника), но и на 
организацию самостоятельной деятельности учащихся по открытию нового по-
нятия или способа действия.

Задачный раздел начинается с  системы заданий для организации самостоя-
тельного открытия учащимися новых знаний из программы курса. Вначале уча-
щимся предлагается задание для актуализации изученных способов действий, до-
статочных для построения нового знания, а также актуализации соответствующих 
мыслительных операций. Далее предлагается задание, которое выявляет отсут-
ствие у учащихся знания, запланированного к открытию.

Далее предлагается цепочка вопросов либо заданий, которые помогают уча-
щимся открыть новое знание в  ходе собственной учебной деятельности (путем 
наблюдения, эксперимента, аналогии, применения и адаптации уже имеющихся 
способов к новой ситуации, выдвижения гипотез и их обоснования). После чего 
происходит сопоставление полученного учащимися результата и текста из теоре-
тической части пункта, выступающего в качестве образца.
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Отметим, что учебные тексты теоретической части также выстроены на ос-
нове метода рефлексивной самоорганизации. Их структуру можно представить 
следующим образом:

• постановка новой интересной учащимся задачи, решение которой невоз-
можно известными методами;

• уточнение того, что именно пока недоступно для решения задачи;
• поиск идеи (способа) решения новой конкретной задачи с опорой на име-

ющиеся к этому моменту у учащихся знания и применение найденного подхода 
к ее решению;

• обобщение этого подхода в виде метода, позволяющего решать целый класс 
подобных задач;

• подробный разбор значительного количества примеров применения мето-
да, начиная от простейших и  заканчивая содержательными задачами высокого 
уровня сложности.

Такая структура учебника помогает учащимся самостоятельно работать с тео-
ретическим материалом, что важно для последующего обучения в 10–11 классах 
и дальнейшего профессионального саморазвития каждого ученика.

Отметим, что задачная часть учебника помимо системы заданий для органи-
зации открытия содержит большой набор задач для самостоятельной проработки 
открытых учащимися знаний (понятий, способов действий). В  учебнике пред-
ставлены задания, разнообразные по уровню сложности, вплоть до задач олим-
пиадного уровня.

Этот подход соответствует психологическим особенностям подростков. «Чув-
ство взрослости», не подкреплённое ещё реальной ответственностью — это осо-
бая форма самосознания, возникающая в  переходный период и  определяющая 
основные отношения подростков с  миром. Это чувство проявляется в  потреб-
ности равноправия, уважения и  самостоятельности, в  требовании серьёзного, 
доверительного отношения со стороны взрослых. В учебнике предложено место 
и средство реализации «чувства взрослости» учащихся.

Такая структура учебника, адаптированная к  реализации деятельностного 
метода обучения Л. Г. Петерсон, учитывает и другие особенности подросткового 
периода — склонность к фантазированию, некритическому планированию сво-
его будущего: результат действия становится второстепенным, на первый план 
выступает свой собственный авторский замысел. Если учитель оценивает прежде 
всего качество «продуктов» учебной работы школьников и не находит места для 
выращивания детского замысла, то тем самым для ученика обесценивается сам 
процесс учения. Организация обучения, заложенная в задачном разделе учебни-
ка для 7–9 классов, дает возможность учащимся экспериментировать со своими 
возможностями, что является одной из самой яркой характеристикой подростков. 
Самостоятельные попытки учащихся по открытию математической теории явля-
ются формой такого экспериментирования.

Отметим, что при отборе учебного содержания использовался дифференциро-
ванный подход. С 7 класса начинается работа по подготовке учащихся к предпро-
фильному уровню обучения, для этого в  учебнике выделяются разделы, необя-
зательные для изучения в  общеобразовательном классе. Содержание курса рас-
ширяется за счет изучения вопросов математической логики, теории делимости, 
теории линейных уравнений и неравенств (решение уравнений в целых числах, 
решение неравенств с модулем), а также вопросов практического применения по-
лученных знаний, в частности, в теме «Функциональная зависимость и кодирова-
ние информации» и др.

Программа 8–9 класса строится так, что она может быть использована для из-
учения школьного курса алгебры на основном и предпрофильном (углубленном) 
уровнях. Заметим, что предложенное учебное содержание обеспечивает возмож-
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ность работы по курсу алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов учащихся разного 
уровня подготовки. Благодаря увлекающей форме подачи материала и  нараста-
ющей сложности задач, предлагаемых как для разбора в классе, так и для само-
стоятельной проработки дома, каждый учитель или сам ученик могут выбрать тот 
уровень, который необходим и достаточен для достижения поставленных инди-
видуальных целей. Это может быть как довольно поверхностное понимание из-
учаемых вопросов математики, которое обеспечит лишь успешную сдачу государ-
ственной итоговой аттестации, так и  более глубокая проработка, позволяющая 
заложить прочный фундамент для более глубокого понимания сложных разделов 
не только основной, но и средней школы. Последнее немаловажно для учащихся, 
желающих после школы продолжить свое обучение в университетах с повышен-
ным требованием к знанию математики. Для этого дается первичное (хотя и до-
статочно глубокое) представление о таких понятиях и способах как:

• сложные высказывания и законы логики для них;
• счетные и несчетные множества;
• метод математической индукции;
• системы линейных уравнений высокого порядка и системы линейных не-

равенств с модулями;
• симметрические системы уравнений;
• теорема Безу и теорема о рациональных нулях многочленов;
• методы приближенного вычисления квадратных корней;
• иррациональные уравнения и неравенства;
• уравнения и неравенства с параметром;
• вычисление погрешностей и приближенное решение уравнений с заданной 

точностью;
• задачи на максимум и минимум;
• бесконечные числовые последовательности;
• бесконечно убывающие геометрические прогрессии и их суммы;
• линейные рекуррентные соотношения и формулы их общего члена;
• график функции и качественное его построение;
• дробно-линейная функция и ее график;
• степенные функции с рациональным показателем, их свойства и графики;
• тригонометрические функции числового аргумента и их свойства и др.
Такой многоуровневый подход достигается не только отдельными необя-

зательными параграфами «со звездочкой», но и  регулярно встречающими-
ся вставками «текста мелким шрифтом» внутри остальных параграфов. Эти 
вставки помогают развивать у  школьников любопытство, прививают любовь 
к математике. В них содержатся несколько более сложные задачи, доказатель-
ства непростых утверждений, и  просто занимательные факты, выходящие за 
формальные рамки стандартов для общеобразовательной школы. Однако ос-
воение таких тем позволит учащимся успешно справляться со сложными за-
даниями части 2 ОГЭ.

Для еще более пытливых умов в каждом пункте каждого параграфа есть одна-
две (а иногда пять-шесть) задач «на смекалку». Эти задачи знакомят школьников 
с миром «олимпиадных задач». Большинство из этих задач соответствует уровню 
районного и регионального (а некоторые даже заключительного) этапов Всерос-
сийской олимпиады школьников по математике. Они способны подготовить (при 
желании учащегося) к успешному выступлению на олимпиадах, или хотя бы за-
интересовать и побудить его к размышлению, поиску, развитию.

Важно также отметить, что темы (в том числе и без звездочек), пройденные 
к окончанию 9 класса, охватывают ряд заданий части В ЕГЭ, а также некоторые 
виды уравнений и неравенств заданий 13 и 15 ЕГЭ, что создает задел для подго-
товки к ЕГЭ в 10–11 классах.
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Содержательно-методические линии курса «Учусь учиться»
для 7–9 классов

Учитывая современный уровень развития математической теории, учебное 
содержание представлено в виде семи основных содержательно-методических ли-
ний, изучение которых подготавливается на дошкольной ступени, и затем непре-
рывно проходит через все ступени обучения с 1 по 9 класс, вплоть до выпускных 
классов средней школы: линий моделирования, логической, числовой, алгебраиче-
ской, геометрической, функциональной и анализа данных. Целостность курса дости-
гается постоянным сопоставлением и взаимопроникновением результатов, полу-
ченных в различных содержательно-методических линиях.

Выбор последовательности учебного содержания по всем содержательно-ме-
тодическим линиям курса алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов определяется 
логикой и  этапами формирования математического знания в  процессе познания 
в соответствии со вторым этапом процесса теоретического познания — этапа по-
строения математической теории.

В процессе обучения математике с 1 по 6 классы были созданы условия для 
качественной подготовки учащихся к изучению всех разделов курса алгебры 7–9 
классов основной школы. При этом использование деятельностного метода об-
учения и  новых методик позволило существенно расширить спектр изучаемых 
вопросов. Так, в 5–6 классах были изучены логические понятия, освоены общие 
методы математической деятельности, которые создали прочную базу для изуче-
ния курса математики в 7–9 классах и старшей школе.

Начиная с 7 класса, изучение алгебраической линии становится основной це-
лью курса и эта линия наряду с функциональной линией занимает существенную 
его часть. Важное место занимает линия анализа данных, ее материал располага-
ется не отдельным блоком, а вводится «порционно» на протяжении всего курса. 
Остальные линии теперь выполняют поддерживающую их функцию. В рамках из-
учения школьного предмета «алгебра» геометрическая линия, начиная с 7 класса, 
содержательно не развивается и имеет фоновый характер для изучения остальных 
линий курса.

Рассмотрим содержание каждой линии и  особенности ее изучения с  точки 
зрения преемственности с предыдущей ступенью обучения.

Числовая линия

В начальной школе числовая линия строилась на основе счета предметов (эле-
ментов множества) и измерения величин: учащиеся осваивали смысл понятия на-
турального числа и нуля, принципы записи и сравнения целых неотрицательных 
чисел, смысл и  свойства арифметических действий, взаимосвязи между ними, 
приемы устных и  письменных вычислений, прикидки, оценки и  проверки ре-
зультатов арифметических действий, зависимости между их компонентами и ре-
зультатами, способы нахождения неизвестных компонентов. С другой стороны, 
они знакомились с различными величинами и общим принципом их измерения, 
учились выполнять действия со значениями величин (именованными числами).

Использование деятельностного метода обучения позволило не только со-
хранить в полном объеме содержание программы по математике традиционной 
начальной школы, но и обогатить его с учетом сенситивных периодов развития 
детей. Так, в 3 классе они изучали нумерацию и действия с целыми неотрицатель-
ными числами в пределах 12 разрядов, в 4 классе — дроби, сложение и вычитание 
дробей с одинаковыми знаменателями, смешанные числа.

В 5–6 классах учащимися изучены обыкновенные и десятичные дроби (вклю-
чая и периодические десятичные дроби) и отрицательные числа. Таким образом, 
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к началу 7 класса учащиеся владеют понятием рационального числа и выполняют 
вычисления с рациональными числами. Учащиеся знакомились с историей раз-
вития понятия числа и с методом расширения числовых множеств. Перед ними 
ставилась проблема недостаточности изученных чисел для измерения величин 
(например, длины диагонали квадрата со стороной 1), к которой учащиеся вер-
нутся в 8 классе и разрешат путем введения понятия арифметического квадратно-
го корня. На достаточно серьезном уровне с учащимися изучались вопросы, свя-
занные с делимостью чисел: понятие делимости, свойства делимости и признаки 
делимости на 2, 5, 10, 25 и 4, 125 и 8, на 3 и 9, а также их комбинации, НОД, НОК, 
простые и составные числа.

В 7 классе учащиеся вновь обращаются к понятию простого и составного чис-
ла, знакомятся с основной теоремой арифметики (любое составное число можно 
представить в виде произведения простых множителей, при этом два разложения 
одного и того же числа на простые множители могут отличаться лишь порядком 
сомножителей), знакомятся с каноническим разложением числа на простые мно-
жители, дополняют известные им способы нахождения НОД алгоритмом Ев-
клида. Они уточняют известные им свойства делимости и знакомятся с новыми 
(на данной ступени обучения эти вопросы уже можно рассматривать как содержа-
ние алгебраической линии курса).

В 7 классе в  связи с  введением аксиоматического метода учащиеся строят 
теорию делимости на множестве целых чисел. Они получают возможность по-
знакомиться со сравнениями и их свойствами, построить арифметику остатков. 
Построенная теория делимости важна не только своей эстетикой, возможностью 
системно повторить известные учащимся свойства делимости, она позволяет при-
менить изученный аксиоматический метод построения математических теорий. 
Здесь учащиеся осваивают методы решения задач на делимость, которые могут 
оказаться полезными в разных математических конкурсах и олимпиадах.

В 7 классе учащиеся уточняют понятие рационального числа и учатся перево-
дить периодические дроби в обыкновенные.

В 8 классе они знакомятся с определением арифметического квадратного кор-
ня, после знакомства с иррациональными числами у учащихся формируется по-
нятие действительного числа.

В 9 классе понятие корня расширяется: у учащихся формируется понятие ку-
бического корня, они получают представление о корнях высших степеней.

Алгебраическая линия

В рамках изучения алгебраической линии в 5–6 классах учащиеся учились ис-
пользовать буквенные обозначения для формулировки и  доказательства общих 
утверждений. Это позволяло им проводить доказательство свойств и признаков 
делимости, свойств пропорций и др. Учащиеся получили представления о число-
вых и  буквенных выражениях, их чтении, записи, целесообразности использо-
вания букв. Учащиеся находили значения буквенных выражений при заданных 
значениях букв, выполняли преобразования при решении уравнений. Таким об-
разом, обеспечена качественная подготовка детей к изучению программного ма-
териала по алгебре 7–9 классов.

Рассмотрим, как развивается алгебраическая линия курса в 7–9 классах, ус-
ловно выделяя следующие ее направления:

• выполнение тождественных преобразований выражений;
• понятие степени числа и применение ее свойств;
• решение уравнений;
• решение неравенств.
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В 7 классе повторяются и систематизируются известные учащимися законы 
арифметических действий, их представления о равносильных выражениях и рав-
носильных преобразованиях. Опираясь на известные им законы арифметических 
действий, учащиеся самостоятельно строят простейшие правила равносильных 
преобразований. После того как правила равносильных преобразований сфор-
мулированы, учащиеся выполняют преобразования буквенных выражений, кото-
рые выполнялись ими и раньше, однако обосновывают они их теперь по-новому. 
В связи с мощной алгебраической подготовкой, которая осуществлялась в курсе, 
выполнение подобных заданий у основной части семиклассников не вызовет за-
труднений. В отличие от предыдущей ступени обучения выполнение равносиль-
ных преобразований алгебраических выражений на данном этапе обучения явля-
ется обязательным навыком.

Далее с учащимися рассматриваются преобразования алгебраических выраже-
ний, содержащих произведения и частные. В связи с формулировкой правил равно-
сильных преобразований произведений учащиеся получают возможность научить-
ся преобразовывать алгебраические дроби и выражения, содержащие знак деления.

В 7 классе у  учащихся формируются понятия одночлена и  многочлена, их 
стандартного вида, их степени; формируется умение выполнять арифметические 
действия с одночленами, складывать и вычитать многочлены; умножать одночлен 
на многочлен и многочлен на многочлен. В 8 классе в рамках углубленного изуче-
ния математики учащиеся учатся делить многочлен на многочлен и применяют 
это умение для выделения целого выражения в дробном (что используется, напри-
мер, при решении дробно-рациональных уравнений, доказательстве ограничен-
ности последовательностей и пр.)

В 7 классе учащиеся получают представление о формулах сокращенного ум-
ножения, как о формулах, позволяющих рационализировать процесс алгебраиче-
ских преобразований, связанных с умножением. Учащиеся знакомятся со следу-
ющими из них: формулами квадрата суммы и квадрата разности; разности квадра-
тов; куба суммы и куба разности; суммы кубов и разности кубов. Учащиеся учатся 
применять формулы сокращенного умножения для алгебраических преобразова-
ний, связанных с умножением, и рационализации вычислений. Более подготов-
ленных учащихся можно познакомить с  использованием треугольника Паскаля 
для возведения двучлена в произвольную натуральную степень.

При углубленном уровне изучения математики в 9 классе учащиеся возвраща-
ются к этому вопросу. Они знакомятся (а в рамках углубленного изучения учатся 
доказывать) с  биномом Ньютона и  формулами суммы и  разности высоких сте-
пеней. Учащиеся обнаруживают связь между треугольником Паскаля (с которым 
они познакомились в седьмом классе), числами сочетаний (восьмой класс) и ко-
эффициентами в разложении бинома Ньютона.

В 7 классе учащиеся учатся раскладывать многочлены на множители следу-
ющими способами: вынесением за скобки общего множителя, способом груп-
пировки, с  помощью формул сокращенного умножения. Они применяют при 
разложении многочленов на множители различные вспомогательные приемы, 
такие как, перестановка слагаемых; представление члена многочлена в виде сум-
мы или разности подобных ему членов; прибавление и вычитание одного и того 
же слагаемого, выделение полного квадрата. Далее они применяют разложение 
на множители для алгебраических преобразований, решений уравнений (включая 
квадратные уравнения) и рационализации вычислений. В рамках опережающего 
обучения семиклассникам предлагается использовать разложение на множители 
для сокращения алгебраических дробей.

В 8 классе после введения понятия алгебраической дроби учащиеся выполня-
ют преобразование дробно-рациональных выражений. После того, как учащиеся 
познакомятся с понятием квадратного арифметического корня и его свойствами, 
они учатся выполнять преобразования выражений, содержащих квадратные кор-
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ни. В 9 классе с развитием понятий корня и степени учащиеся получают возмож-
ность научиться преобразовывать соответствующие выражения.

К седьмому классу у учащихся сформировано понятие степени натурального 
числа с натуральным показателем, они умеют находить в простейших случаях зна-
чения степеней с натуральным показателем и выполнять действия в простейших 
числовых выражениях, содержащих степени.

В пятом классе было введено определение степени с натуральным показателем на 
множестве натуральных чисел. Однако учащиеся имеют представление и о степени ра-
ционального числа, потому что по мере их знакомства с числами в курсе 5–6 классов 
учащимся предлагались простейшие задания на возведение в степень обыкновенных 
и десятичных дробей, отрицательных чисел. Эта работа велась с целью формирования 
первичного опыта у учащихся или как опережающее обучение для более подготовлен-
ной части учащихся, поэтому знание понятия степени и умение его применять на мно-
жестве рациональных чисел не являлись обязательными результатами обучения для 
всех учащихся. В седьмом классе задачи формирования у всех учащихся понятия нату-
ральной степени рационального числа, умение применять свойства степеней для пре-
образования выражений и рационализации вычислений становятся обязательными.

В 7 классе вводится определение степени рационального числа с натуральным 
показателем, понятие нулевой степени рационального числа. Учащиеся знако-
мятся со свойствами степеней и используют их для преобразований выражений.

В 9 классе понятие степени расширяется следующим образом. Сначала учащи-
еся рассматривают степень с отрицательным показателем, в более подготовленных 
классах доказывается, что известные учащимся свойства степеней выполняются для 
степеней с отрицательным показателем. Изучение корня n-ой степени дает возмож-
ность рассмотреть с учащимися степень с дробным показателем, у них формируется 
понятие степени с рациональным показателем. Учащиеся учатся преобразовывать 
алгебраические выражения со степенями с рациональным показателем.

К 7 классу учащиеся владеют следующими знаниями об уравнениях: поняти-
ем уравнения, переменной в уравнении, корня уравнения, они знают, что значит 
решить уравнение, им известен способ решения уравнения с  помощью равно-
сильных преобразований. Помимо традиционно предлагаемых для решения 
в 5–6 классах уравнений, учащиеся знакомились с решением простейших уравне-
ний с модулями. В 7 классе учащиеся знакомятся с определением равносильных 
уравнений, равносильных преобразований уравнений, уточняют правила равно-
сильных преобразований уравнений. Учащиеся знакомятся с  понятием линей-
ного уравнения с одной переменной, семиклассники выводят алгоритм решения 
линейного уравнения с  одной переменной. Учащиеся учатся решать уравнения 
с модулями следующих видов: | kх + b | = c (k ≠ 0), | aх + b | = | cх + d |, а также урав-
нения, содержащие несколько модулей. Более подготовленные учащиеся имеют 
возможность познакомиться со способом решения линейных диофантовых урав-
нений с двумя переменными.

В 7 классе учащиеся уточняют свои представления о системе уравнений, вво-
дится понятие системы линейных уравнений с  двумя переменными. Для этого 
сначала семиклассники знакомятся с  понятием линейного уравнения с  двумя 
переменными, учатся строить его график и  находить его решения. После этого 
учащиеся знакомятся с  понятием системы уравнений и  графическим способом 
ее решения. Более подготовленные учащиеся имеют возможность научиться при-
менять теорему о целочисленных точках графика уравнения для решения систем. 
Далее учащиеся знакомятся с алгебраическими способами решения систем. 

В 8 классе учащиеся возвращаются к системам линейных уравнений. Они по-
вторяют способы их решения в ходе решения текстовых задач и систем уравнений 
с модулями, которые сводятся к решению систем линейных уравнений с двумя 
переменными. В ходе углубленного изучения математики рассматриваются во-
просы аналитического способа определения количества решений системы, а так-
же решения систем с большим количеством переменных.
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В 8 классе учащиеся переходят к  рассмотрению других видов рациональных 
уравнений. Сначала у учащихся формируется понятие квадратного уравнения: они 
учатся решать квадратные уравнения и уравнения, сводящиеся к квадратным, с по-
мощью замены переменной (вводится понятие биквадратного уравнения). После 
того как учащиеся познакомятся с понятием алгебраической дроби и ее свойствами 
и научатся выполнять арифметические действия с алгебраическими дробями, они 
переходят к решению дробно-рациональных уравнений. При решении дробно-ра-
циональных уравнений учащиеся используют несколько способов решения, осно-
ванных на преобразовании дробных выражений к целым с учетом ОДЗ и на условии 
равенства алгебраической дроби нулю, а также на основном свойстве пропорции. 
Более подготовленные учащиеся имеют возможность познакомиться и с другими 
способами решения дробно-рациональных уравнений — замены переменной и вы-
делении целой части алгебраической дроби, а также их комбинировании.

В 9 классе учащиеся учатся решать новые типы рациональных уравнений высо-
ких степеней (в том числе и возвратные уравнения), сводя их к решению квадратных 
и линейных уравнений. В рамках углубленного изучения они знакомятся с методом 
неопределенных коэффициентов. Кроме того, используя следствие из теоремы Безу 
и изученный в восьмом классе способ деления многочленов в столбик, учатся рас-
кладывать многочлены на множители (а значит, и сводить рациональные уравнения 
к более простым) при помощи угадывания корней. Они знакомятся (а в рамках углу-
бленного изучения доказывают) теорему о рациональных корнях многочленов с це-
лыми коэффициентами. Учащиеся учатся решать простейшие (а в рамках углублен-
ного изучения и более сложные) иррациональные уравнения. Также происходит пер-
вичное знакомство с некоторыми приближенными методами решения уравнений.

В 9 классе имеющиеся навыки решения систем линейных уравнений методами 
подстановки и алгебраического сложения переносятся на системы нелинейных урав-
нений. Также рассматриваются некоторые типы систем, которые решаются другими 
методами: системы с однородными уравнениями и др. В рамках углубленного изуче-
ния учащиеся знакомятся с методом упрощения симметрических систем уравнений.

К 7 классу учащиеся уже умеют решать простейшие неравенства, изображая 
их решение на числовой прямой. В 7 классе уточняются имеющиеся у учащихся 
знания о неравенствах (что такое неравенство, решение неравенства, что значит 
решить неравенство), вводится понятие строгого и нестрого неравенств. Знако-
мясь с кусочно-линейными функциями, семиклассники рассматривали различ-
ные числовые промежутки, их названия, обозначения и геометрическое представ-
ление на упрощенной числовой прямой. Поэтому при изучении неравенств они 
только повторяют такие числовые промежутки, как открытый и замкнутый лучи, 
а также знакомятся с промежутком вида (+∞; -∞).

В 7 классе учащиеся знакомятся с  определением равносильных неравенств, 
равносильных преобразований неравенств, с правилами равносильных преобра-
зований неравенств, после чего знакомятся с  понятием линейного неравенства 
с одной переменной и выводят алгоритм решения линейного неравенства с одной 
переменной. Учащиеся имеют возможность научиться решать неравенства с мо-
дулями. Однако формирование этого умения не является обязательным для из-
учения при 3 ч алгебры в неделю.

В 8 классе учащиеся учатся решать системы и  совокупности линейных нера-
венств с одной переменной (параллельно тренируясь находить объединение и пере-
сечение числовых промежутков); знакомятся с графическим представлением реше-
ния линейных неравенств с двумя переменными, а также их систем. В рамках углу-
бленного изучения учатся решать подобные задачи с модулями. Восьмиклассникик 
учаться решать квадратные неравенства, знакомяться с методом интервалов для 
решения рациональных неравенств, учатся доказывать неравенства. 

В 9 классе учащиеся учатся решать простейшие (а в рамках углубленного из-
учения и более сложные) иррациональные неравенства. Известные способы ре-
шения систем и совокупностей линейных неравенств переносятся на системы и 
совокупности квадратных и иррациональных неравенств.
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Линия моделирования

Большинство изученных алгоритмов решения уравнений и неравенств учащие-
ся применяют при решении текстовых задач. Особенностью курса является то, что 
мотивацией к изучению нового типа уравнений (или неравенств) служит необхо-
димость решения практических задач (исключением здесь служит 9 класс). После 
того, как получен общий способ решения той или иной математической модели, 
учащиеся возвращаются к  решению задачи, вызвавшей необходимость в  постро-
ении новой математической теории (введения новых понятий и алгоритмов дей-
ствий). Таким образом, уделяется внимание всем трем этапам математического мо-
делирования (этапу математизации действительности; этапу изучения математиче-
ской модели и этапу приложения полученных результатов к реальному миру). В ре-
зультате учащиеся осознают практическую значимость математической науки и ее 
место в окружающем их мире. В рамках линии моделирования (линии текстовых 
задач) учащиеся овладевают всеми видами математической деятельности, осознают 
практическое значение математических знаний, у  них формируются универсаль-
ные учебные действия, развивается мышление, воображение, речь.

Для решения задач в 7–9 классах учащиеся используют наработанный ими за 
1–6 класс инструментарий (схемы и таблицы и пр.), применяют алгоритм реше-
ния задач методом математического моделирования и уточняют его. Они узнают, 
что в качестве математической модели может быть получено не только уравнение, 
но и  неравенство, а  также несколько соотношений, описывающих взаимосвязи 
между величинами, указанные в условии задачи (или заданные в условии задачи 
неявно).

В 9 классе учащиеся знакомятся с  абсолютной и  относительной погрешно-
стью, а также учатся ее применять для решения реальных задач, входные данные 
которых не могут быть вычислены точно.

Функциональная линия

Рассмотрим, как развивается функциональная линия курса в 7–9 классах, ус-
ловно выделяя следующие ее направления:

• Понятие функции;
• Изучаемые виды функций;
• Изучаемые свойства функций;
• Числовые последовательности, как функции натурального аргумента;
• Тригонометрические функции.
К 7 классу в результате функциональной пропедевтики учащиеся знают по-

нятие переменной, умеют работать с координатной плоскостью, имеют опыт по-
строения графиков по формулам и таблицам. Им известно, что с помощью пере-
менных можно представлять зависимости между величинами, фиксировать их 
с помощью формул, таблиц и графиков. Имеют представление об обратной и пря-
мой пропорциональности, их графиках. Кроме того, в шестом классе учащиеся 
получили первичное представление об обобщенной функциональной зависи-
мости между величинами как о  зависимости определенного вида. Поэтому в  7 
классе при введении одного из центральных математических понятий — понятия 
функции, учащимся остается лишь еще раз уточнить его практическую значимость 
(прогнозирование реальных событий, кодирование) и познакомиться с его новым 
названием. Вплоть до 9 класса учащиеся неоднократно возвращаются к понятию 
функции и уточняют его. В итоге у учащихся формируется понятие функции, как 
правила сопоставления элементов двух множеств произвольной природы.

В соответствии с  общим методологическим подходом, принятым в  данном 
курсе, знакомство с любой новой функции в 7–8 классах начинается с рассмо-
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трения практических задач, обобщенным описанием которых она является. Та-
ким образом изучаются следующие виды функций: в 7 классе — прямая пропор-
циональность, линейная и кусочно-линейная функция, в 8 классе — нелинейные 

функции степенные функции с натуральным показателем у = x 2, 

у = x 3, кусочно-заданная функция, а также квадратичная функция у = ax 2 + bx + c.
Начиная с 9 класса, функции вводятся в курсе исходя из внутренней логики раз-

вития математической теории. В  рамках углубленного изучения рассматриваются: 
степенная функция с рациональным показателем и дробно-линейная функция, чис-
ловые последовательности рассматриваются как функции, заданные на множестве 
натуральных чисел, вводятся тригонометрические функции числового аргумента.

Отметим, что изучение кусочно-линейной функции в 7 классе было подготов-
лено работой с графиками движения с переменной скоростью (учащиеся анали-
зировали и строили графики движения, начиная с 4 класса). Это понятие расши-
ряется в 8 классе до кусочно-заданной функции и используется при построении 
графиков функций с  модулем, вплоть до изучения общего способа построения 
графиков вида у = | f (x)| у = f (| x |).

Каждая из изучаемых функций исследуется, строится ее график, выявляют-
ся ее свойства, такие как монотонность, четность и нечетность и др. В 9 классе 
знания о свойствах функции систематизируются — рассматриваются общие свой-
ства функции. В  рамках углубленного изучения функций учащиеся знакомятся 
с такими свойствами, как периодичность и ограниченность. Дается общий план 
построения графика функции.

В 9 классе рассматриваются вопросы преобразования графиков функций, что 
позволяет на основе изученных ранее простых функций строить графики более 
сложных, используя параллельный перенос, симметрию, сжатие (растяжение).

В 9 классе вводится понятие числовой последовательности как функции, за-
данной на множестве натуральных чисел. Рассматриваются способы задания 
последовательностей. В  рамках углубленного изучения рассматриваются такие 
свойства последовательностей как монотонность и ограниченность.

Изучаются важные виды последовательностей — арифметические и геометриче-
ские прогрессии. Выводятся формулы общего члена, суммы первых членов прогрессии.

В рамках углубленного изучения рассматриваются сумма бесконечно убыва-
ющей геометрической прогрессии, линейные рекуррентные соотношения (и как 
их частные случаи арифметико-геометрическая прогрессия, последовательность 
Фибоначчи).

В 9 классе учащиеся получают возможность познакомиться с элементами три-
гонометрии. После введения понятия тригонометрических функций числового 
аргумента, изучаются их основные свойства и выводятся основные формулы три-
гонометрии, что готовит учащихся к изучению тригонометрии в старших классах.

Логическая содержательно-методическая линия

Достаточно серьезное внимание уделяется в  курсе развитию логической линии. 
В 5–6 классах логическая линия разворачивается в цепочку взаимосвязанных вопро-
сов: математический язык — высказывания — доказательство — методы доказатель-
ства — определения — равносильные предложения — отрицание — логическое следо-
вание — теорема и т. д. В 7 классе к изучению некоторых из этих вопросов учащиеся 
возвращаются. Так учащиеся уточняют структуру определения, знакомятся с доказа-
тельством методом от противного, получают возможность изучить понятие логическо-
го вывода на основе диаграмм Эйлера — Венна и причины и виды логических ошибок.

В 8 классе уточняются понятия «необходимость», «достаточность», «свой-
ство», «признак», «критерий». Учащиеся получают представление о  понятиях 
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конъюнкция и дизъюнкция. Изучаются сложные высказывания. Выводятся фор-
мулы де Моргана.

Стохастическая содержательно-методическая линия

Стохастическая линия начиная с начальной школы целенаправленно форми-
рует у учащихся информационную грамотность; умение самостоятельно получать 
информацию — из наблюдений, справочников, энциклопедий, Интернет-источ-
ников, бесед; работать с полученной информацией: анализировать, систематизи-
ровать и представлять в форме схем, таблиц, конспектов, диаграмм и графиков; 
делать выводы; выявлять закономерности и существенные признаки; проводить 
классификацию; осуществлять систематический перебор вариантов.

В 7 классе учащиеся возвращаются к вопросу о способах упорядочивания ин-
формации, систематизируют накопленные знания и используют при выполнении 
различных заданий практической направленности. Рекомендуется продолжать эту 
работу не только на уроках, но и во внеурочной проектной деятельности, кружко-
вой работе, при создании собственных информационных объектов — презентаций, 
сборников задач и примеров, стенгазет и информационных листков и т. д. В ходе 
этой деятельности учащиеся получают возможность развивать навыки работы 
с компьютером, необходимые для обучения в школе и современной жизни.

В 7–9 классах классе учащиеся знакомятся также с элементами комбинатори-
ки, статистики, теории вероятностей.

В начальной школе, а  затем в  5–7 классах у  учащихся формируется опыт 
систематического перебора вариантов с  помощью выбора логики перебора, 
таблиц, дерева возможностей. Они использовали его для обоснования сужде-
ний методом перебора и  для решения задач на смекалку. В  8 классе учащиеся 
систематизируют этот опыт и выводят новые для них правила комбинаторики: 
правило произведения, понятие перестановки и формулу подсчета числа пере-
становок. Как обычно, целесообразность построения нового математического 
инструмента раскрывается посредством рефлексивного анализа практической 
задачи, в  ходе решения которой выявляется недостаточность имеющихся ин-
струментов перебора.

Аналогично, в 9 классе исследуются перестановки с повторениями, выводятся 
формулы для числа размещений и сочетаний, что позволяет решать комбинатор-
ные задачи достаточно высокого уровня сложности.

С проблемой введения статистических характеристик процессов учащиеся 
сталкиваются в 7 классе и знакомятся со следующими статистическими показа-
телями: среднее значение, мода, медиана и размах набора данных. В 8 классе эти 
характеристики дополняются статистическими показателями дисперсия и часто-
та, причем показатель частота используется как мостик, связывающий изучение 
статистики и теории вероятностей. В 8 классе учащиеся знакомятся со свойствами 
среднего арифметического и дисперсии (связь между изменением набора данных 
и изменением его основных статистических характеристик),  с анализом стати-
стических данных (понятие диаграммы рассеивания; случайной изменчивости; 
случайного выброса); понятием случайного выбора.

Здесь же, в 8 классе учащиеся знакомятся с классическим определением веро-
ятности, а после этого рассматривают статистическую вероятность и взаимосвязь 
этих понятий. Далее вводится современное определение вероятности, которое 
формулируется на языке теории множеств. 

Учащиеся знакомятся с  применением диаграмм Эйлера-Венна для решения 
задач по теории вероятностей. Вводятся понятия противоположных событий, 
объединения и пересечения событий. Рассматривается умножение вероятностей, 
понятие условной вероятности, формула полной вероятности. В 9 классе учащи-
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еся получают представление о геометрической вероятности, решают более слож-
ные вероятностные задачи с  применением комбинаторных рассуждений. Далее 
учащиеся изучают случайные величины и их распределения, операции со случай-
ными величинами. Рассматривается понятие математического ожидания и дис-
персии в теории вероятностей; формулируется закон больших чисел.

Тематическое планирование по курсу «Учусь учиться»

Тематическое планирование по изучению курса 8 класса разработано в двух 
вариантах на 102 ч и на 170 ч.

Тематическое планирование к учебнику 8 класса
3 ч в неделю, всего 102 ч

(общеобразовательная программа)

№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

Глава 1. Язык и логика (8 часов) 

§ 1. Искусство математических рассуждений 4

1.1.1. Искусство задавать вопросы. 2

1.1.2. Необходимость и достаточность. 1

1.1.3. Свойства и признаки. Критерии. 1

§ 2. Сложные предложения 4

1.2.1. Сложные высказывания. 2

Контрольная работа № 1 (на повторение) 2

Глава 2. Системы линейных уравнений и неравенств (11 часов) 

§ 1. Системы линейных уравнений. 4

2.1.2.
Математические модели задач и  системы линейных урав-
нений с двумя переменными.

2

2.1.3. Системы двух линейных уравнений с модулями. 2

§ 2. Системы и совокупности линейных неравенств 7

2.2.1.
Системы и  совокупности линейных неравенств с  одной 
переменной.

2

2.2.3.
Линейные неравенства с двумя переменными и их системы. 
Графическое изображение множества их решений. 

3

Контрольная работа № 2 2

Глава 3. Исследование нелинейных процессов (13 часов) 

§ 1. Представление о некоторых нелинейных процессах. 4

3.1.1. Степенные функции и их графики 2

3.1.2. Обратная пропорциональность и её график. 2

§ 2. Кусочно-заданные функции. 1

3.2.1. Кусочно-заданные функции. 1

§ 3. Квадратный корень. 8

3.3.1. Арифметический квадратный корень и его свойства. 3

3.3.2. Преобразование выражений с корнями. 2

3.3.3. График функции . 1

Контрольная работа № 3 2
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№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

Глава 4. Квадратичная функция (28 часов) 

§ 1. Квадратные уравнения 18

4.1.1.
Квадратные уравнения в  реальных процессах. Неполные 
квадратные уравнения и их решение.

2

4.1.2. Формулы корней квадратного уравнения. 3

4.1.3. Решение уравнений, сводящихся к квадратным. 2

4.1.4. Теорема Виета и обратная к ней теорема. 2

4.1.5. Квадратный трехчлен и его разложение на множители. 2

4.1.6. Квадратные уравнения с параметром. 3

4.1.7. Задачи, сводящиеся к решению квадратных уравнений. 2

Контрольная работа № 4 2

§ 2. Квадратичная функция 4

4.2.1. Функции у=аx2, у=аx2 + h, у=k (x – d) 2 и их графики. 2

4.2.2. Квадратичная функция у=ax 2+bx+c. 2

§ 3. Квадратные неравенства 6

4.3.1. Решение квадратных неравенств. 4

Контрольная работа № 5 2

Глава 5. Рациональные уравнения и неравенства (21 час) 

§ 1. Рациональные уравнения 14

5.1.1. Алгебраические дроби и их свойства. 4

5.1.2. Действия с алгебраическими дробями. 4

5.1.4. Дробно-рациональные уравнения. 4

Контрольная работа № 6 2

§ 2. Рациональные неравенства 7

5.2.1. Решение рациональных неравенств. Метод интервалов. 3

5.2.2.
Доказательство неравенств. Некоторые замечательные нера-
венства.

2

Контрольная работа № 7 2

Глава 6. Элементы комбинаторики, теории вероятностей и статистики (12 часов)

§ 1. Элементы комбинаторики 4

6.1.1. Задача систематического перебора вариантов. 1

6.1.2. Задача подсчета различных вариантов. Правило произведения. 1

6.1.3. Перестановки. Формула числа перестановок. 2

§ 2. Элементы статистики и теории вероятностей 6

6.2.1. Еще о статистических характеристиках. Дисперсия. 2

6.2.2 Анализ статистических данных 1

6.2.3. Случайные события и их частота. 1

6.2.4. Случайные события и их вероятность. 2

Глава 7. Развитие математической теории (8 часов)

§ 1. Теория множств. 8
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№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

7.1.1. Основные понятия теории множеств. Числовые множества 2

7.1.2. Операции над множествами 2

7.1.4. Применение понятий теории множества 2

Контрольная работа № 8 2

Повторение курса 8 класса 3

Тематическое планирование к учебнику 8 класса
5 ч в неделю, всего 170 ч

(программа углубленного изучения математики) 

№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

Глава 1. Язык и логика (12 часов) 

§ 1. Искусство математических рассуждений 6

1.1.1. Искусство задавать вопросы. 2

1.1.2. Необходимость и достаточность. 2

1.1.3. Свойства и признаки. Критерии. 2

§ 2. Сложные предложения 6

1.2.1. Сложные высказывания. 2

1.2.2. * Законы логики для сложных высказываний. 2

Контрольная работа № 1 (на повторение) 2

Глава 2. Системы линейных уравнений и неравенств (20 часов) 

§ 1. Системы линейных уравнений. 9

2.1.1.*
Количество решений системы двух линейных уравнений 
с двумя переменными.

2

2.1.2.
Математические модели задач и  системы линейных 
уравнений с двумя переменными.

3

2.1.3. Системы двух линейных уравнений с модулями. 2

2.1.4.* Системы линейных уравнений с тремя и более переменными. 2

§ 2. Системы и совокупности линейных неравенств 11

2.2.1.
Системы и  совокупности линейных неравенств с  одной 
переменной.

2

2.2.2.*
Системы линейных неравенств с одной переменной 
с модулями.

2

2.2.3.
Линейные неравенства с двумя переменными и их системы. 
Графическое изображение множества их решений.

2

2.2.4.*
Системы линейных неравенств c двумя переменными 
с модулями.

3

Контрольная работа № 2 2

Глава 3. Исследование нелинейных процессов (22 часа) 

§ 1. Представление о некоторых нелинейных процессах. 5

3.1.1. Степенные функции и их графики. 3

3.1.2. Обратная пропорциональность и её график. 2

§ 2. Кусочно-заданные функции. 2
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№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

3.2.1. Кусочно-заданные функции. 2

§ 3. Квадратный корень. 15

3.3.1. Арифметический квадратный корень и его свойства. 4

3.3.2. Преобразование выражений с корнями. 3

3.3.3. График функции . 3

3.3.4.* Приближенное вычисление квадратного корня. 3

Контрольная работа № 3 2

Глава 4. Квадратичная функция (41 час) 

§ 1. Квадратные уравнения 23

4.1.1.
Квадратные уравнения в  реальных процессах. Неполные 
квадратные уравнения и их решение.

2

4.1.2. Формулы корней квадратного уравнения. 3

4.1.3. Решение уравнений, сводящихся к квадратным. 3

4.1.4. Теорема Виета и обратная к ней теорема. 4

4.1.5. Квадратный трехчлен и его разложение на множители. 3

4.1.6. Квадратные уравнения с параметром. 3

4.1.7. Задачи, сводящиеся к решению квадратных уравнений. 3

Контрольная работа № 4 2

§ 2. Квадратичная функция 9

4.2.1. Функции у=аx2, у=аx2 + h, у=k (x – d)2 и их графики. 3

4.2.2. Квадратичная функция у=ax 2+bx+c. 3

4.2.3.* Наибольшее и наименьшее значения квадратного трехчлена. 3

§ 3. Квадратные неравенства 9

4.3.1. Решение квадратных неравенств. 4

4.3.2.* Решение квадратных неравенств с параметром. 4

Контрольная работа № 5 2

Глава 5. Рациональные уравнения и неравенства (34 часа) 

§ 1. Рациональные уравнения 21

5.1.1. Алгебраические дроби и их свойства. 6

5.1.2. Действия с алгебраическими дробями. 3

5.1.3.* Алгебраические дроби и деление многочленов. 2

5.1.4. Дробно-рациональные уравнения. 5

5.1.5.* Способы решения дробно-рациональных уравнений. 3

Контрольная работа № 6 2

§ 2. Рациональные неравенства 13

5.2.1. Решение рациональных неравенств. Метод интервалов. 5

5.2.2.
Доказательство неравенств. Некоторые замечательные нера-
венства.

3

5.2.3.* Задачи на максимум и минимум. 3
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№ пункта 
учебника Название пункта Кол-во 

часов

Контрольная работа № 7 2

Глава 6. Элементы комбинаторики, теории вероятностей и статистики (19 часов)

§ 1. Элементы комбинаторики 7

6.1.1. Задача систематического перебора вариантов. 2

6.1.2. Задача подсчета различных вариантов. Правило произведения. 2

6.1.3. Перестановки. Формула числа перестановок. 3

§ 2. Элементы статистики и теории вероятностей 12

6.2.1. Еще о статистических характеристиках. Дисперсия. 2

6.2.2. Анализ статистических данных 2

6.2.3. Случайные события и их частота. 2

6.2.4. Случайные события и их вероятность. 4

Глава 7. Развитие математической теории (12 часов)

§ 1. Теория множеств 12

7.1.1. Основные понятия теории множеств. Числовые множества. 2

7.1.2. Операции над множествами. 3

7.1.3.* Счетные и несчетные множества. 1

7.1.4. Применение понятий теории множеств. 2

Контрольная работа № 8 2

Повторение курса 8 класса 10

Резерв 2

Общие рекомендации для учителя

Учителю средней школы, который начинает работать по учебникам 7–9 клас-
сов, важно знать программу 5–6 классов по данному курсу. Поэтому необходимо 
познакомиться с учебниками для 5–6 классов и системой эталонов (способов дей-
ствий), которые учащиеся изучили в начальной школе.

Кроме того, с учителем, работавшим в 5–6 классах, необходимо обговорить, 
на каком уровне реализовывалась ТДМ (базовый, технологический, системно-
технологический), каким образом шла в классе работа над буквенными выраже-
ниями, формулами, задачами, уравнениями и  неравенствами, на каком уровне 
изучались темы, которые имеют пропедевтический характер и не входят в систему 
административного контроля.

Система обучающего контроля

На уроках открытия нового знания, при проведении обучающих самосто-
ятельных работ и  выполнении заданий творческого уровня оценивается только 
успех, ошибки выявляются и корректируются на основе определения их причин 
(то  есть правил, алгоритмов, определений, которые усвоены недостаточно). На 
уроках рефлексии используется самоконтроль, отметки в  журнал выставляются 
по желанию. Отметки за контрольную работу выставляются всем учащимся, при 
этом уровень трудности подбирается так, чтобы отметки 4 и 5 по силам было полу-
чить примерно 75% учащихся класса.

Начиная с 8 класса учащиеся начинают готовиться к тестовой форме контро-
ля, для чего в учебнике предлагаются ссылки на сайт с экспресс-тестами. По ре-
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зультатам выполнения теста учащиеся могут проверить и оценить свои успехи, для 
чего в конце каждого теста приводится образец для самопроверки и шкала успеш-
ности. Организация такого рода контроля способствует не только формированию 
предметных результатов, но и метапредметных (владение основами самоконтро-
ля, самооценки в учебной деятельности), и личностных (ответственного отноше-
ния к учению, готовности и способности обучающихся к саморазвитию и само-
образованию на основе мотивации к обучению и познанию, осознанному выбору 
и построению дальнейшей индивидуальной траектории образования) результатов 
ФГОС.

Отметим, что в курсе не ставится цель, чтобы каждым учеником были выпол-
нены все задания из учебника. Обязательным минимумом результатов обучения 
по программе является уровень, определенный в  образовательных стандартах, 
а  уровень, который желательно достичь основной части учащихся общеобразо-
вательной школы, определяется заданиями раздела «Задачи для самоконтроля». 
Если учебник 8–9 класса используется для предпрофильного уровня обучения, 
содержание контрольных работ соответствует программе углубленного изучения 
математики, определенной стандартом.

Домашнее задание

Домашние задания состоят из двух частей:
• обязательная часть включает в себя 2–3 посильных для каждого учащегося 

задания примерно на 30 мин самостоятельной работы учащихся;
• необязательная часть — по 1–2 дополнительных задания.
В качестве обязательной части домашнего задания учителем выбираются за-

дания из раздела, отмеченного буквой «Д». С  учетом возрастных особенностей 
учащихся рекомендуется привлекать к отбору домашнего задания самих учащих-
ся. В качестве необязательной части домашнего задания можно использовать за-
дания из раздела «С».

Самопроверка учащимися обязательной части домашних заданий, коррекция 
ошибок и выставление в тетради отметок может осуществляться в начале урока 
самими учащимися по готовому образцу, представленному учителем с помощью 
презентаций, кодоскопа, переносных досок и  т. д. Тогда при проверке тетрадей 
учитель оценивает лишь правильность самопроверки.

Дополнительную часть домашнего задания рекомендуется проверять индиви-
дуально. Правильное решение задач на смекалку учащиеся по заданию учителя 
оформляют на листках, после чего они вывешиваются в классе с указанием фа-
милий тех, кто верно решил предложенные задачи. При оценке этих заданий вы-
ставляются только положительные отметки.

Экспресс-тесты, ссылки на которые представлены по окончанию каждого па-
раграфа, также можно использовать в качестве домашней работы (часть С служит 
необязательной частью домашнего задания).
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Методические рекомендации  
к организации учебного процесса

Глава 1. Язык и логика

Обучение математическому языку как специфическому средству коммуника-
ции в его сопоставлении с реальным языком является одной из важнейших осо-
бенностей программы «Учусь учиться». Грамотный математический язык явля-
ется свидетельством четкого и  организованного мышления. Поэтому владение 
этим языком, понимание точного содержания предложений и логических связей 
между ними распространяется и на владение естественным языком, что вносит 
весомый вклад в формирование и развитие мышления учащихся в целом.

К началу 8 класса в рамках логической линии учащиеся познакомились с по-
нятиями высказывания, его отрицания, видами высказываний, следованием, рав-
носильностью высказываний. Они знают понятия определения, теоремы, знают 
некоторые методы доказательства высказываний (включая и метод от противно-
го). Они умеют использовать кванторы, знаки следования и равносильности.

В 8 классе работа по овладению учащимися математическим языком продол-
жается. В первой главе они получают представление о следующих видах высказы-
ваний: свойство, признак и критерий, узнают о математическом смысле понятий 
«необходимость» и «достаточность» и их использовании в следованиях. Данный 
учебный материал имеет важное значение в изучении смежного учебного пред-
мета – геометрии. Эта межпредметная связь подчеркивается содержанием, на ко-
тором вводятся данные логические понятия. Восьмиклассники расширяют свои 
представления о сложных высказываниях, знакомясь с высказываниями, постро-
енными с помощью логических связок «и» и «или». Учащиеся получают возмож-
ность познакомиться с такими понятиями математической логики, как конъюнк-
ция и дизъюнкция, а также с простейшими формулами логики.

Усвоение норм построения сложных высказываний играет немаловажную роль 
в организации мышления детей. Умения, формируемые в рамках изучения данной 
темы (грамотная речь и умение логически рассуждать), необходимы учащимся не 
только на уроках алгебры и геометрии, но и на других уроках, равно как и в жизни.

Следует понимать, что главной целью уроков в начале учебного года является 
повторение ранее изученного материала. В первой главе 8 класса новый материал 
изучается с использованием содержания различных тем курса математики 5–6 и ал-
гебры 7 класса, что позволяет организовать их повторение в традиционной для кур-
са «Учусь учиться» форме: параллельно с изучением темы «Язык и логика». Таким 
образом, учащиеся имеют возможность вспомнить ранее изученный материал, вы-
явить и устранить возможные пробелы в знаниях, но при этом «не топчутся на ме-
сте», а продвигаются вперед, расширяя свои представления о сложных высказыва-
ниях. «Повторяя,– писал Л. В. Занков,– надо что-то прибавлять». В противном слу-
чае, обучение ведет «к умственной лени, апатии, а значит, препятствует развитию». 
Поэтому при изучении математического языка учащиеся повторяют основные 
вопросы курса 7 класса. Они переводят обыкновенные дроби и смешанные числа 
в периодические десятичные дроби и обратно. Они вспоминают способы решения 
линейных уравнений и линейных неравенств; закрепляют умение применять фор-
мулы сокращенного умножения для преобразования выражений, рационализации 
вычислений и  разложения на множители; повторяют различные способы разло-
жения многочлена на множители. Они решают текстовые задачи. Уделяется время 
понятию функции, области ее определения, закрепляется умение строить график 
линейной функции, прямой пропорциональности и кусочно-линейной функции. 
Учащиеся получают возможность повторить алгоритм решения линейных уравне-
ний в целых числах и способы решения уравнений и неравенств с модулем.
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В ходе изучения данной главы особое внимание следует уделить актуализа-
ции алгоритма построения графика линейной функции. Таким образом, учащи-
еся будут подготовлены к изучению тем следующей главы: «Линейное уравнение 
с двумя переменными и его график»; «Системы двух линейных уравнений с двумя 
переменными»; «Графическое решение системы». Чтобы подготовить изучение 
тем второй главы: «Системы двух линейных уравнений с модулями» и «Системы 
линейных неравенств c двумя переменными с модулями*» во время изучения пер-
вой главы следует обратить внимание на понятие модуля и  уделить достаточно 
времени решению неравенств и уравнений с модулями с одной переменной.

Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания первой главы учащиеся:
• повторяют и систематизируют полученные ранее знания;
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и по-

исковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему правилу, теореме, свойству, определению;
• находят верные (истинные) и неверные (ложные) высказывания, определя-

ют и обосновывают их истинность и ложность;
• составляют, читают и записывают сложные высказывания;
• строят конъюнкцию и дизъюнкцию высказываний и используют математи-

ческую символику для их записи.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении первой главы (как и всех остальных глав учебника) планирова-
нием предусмотрены уроки открытия нового знания (ОНЗ), структура которых 
обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса универсальных учебных 
действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на примере содержания 
пункта 1.1.1. «Искусство задавать вопросы».

В первом пункте учащиеся знакомятся с планом решения нестандартной за-
дачи (задачи, общий способ решения которой им незнаком). Следует понимать, 
что этот план не является алгоритмом решения задач, а лишь помогает «подсту-
питься» к ее решению, дает в руки учащимся некие средства, которые можно ис-
пользовать в ситуации поиска.

При изучении первого пункта учащиеся знакомятся с системой вопросов, ко-
торые помогают найти решение нестандартной задачи, а также с планом ее реше-
ния. На начальном этапе изучения этой темы рекомендуется выявить с учащими-
ся следующие приемы решения нестандартной задачи:

1. разбить сложную задачу на несколько более простых, решение которых, 
в конечном счете, приведет к решению исходной задачи,

2. найти аналогию между решенными ранее задачами и новой задачей, а затем 
использовать уже известный способ решения.

Эти приемы ложатся в основу первоначального плана решения нестандартной 
задачи (седьмой и третий шаг плана соответственно).

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствие с требованиями 
технологии деятельностного метода Л. Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). 
На этапе мотивации учитель может предложить учащимся обсудить эпиграф 
к первому пункту и высказать свои мысли по поводу высказывания французского 
математика Жака Адамара.

Для самостоятельного открытия рекомендуется использовать одно из заданий 
№ 1 или № 2. План решения нестандартной задачи вводится учителем в подводя-
щем (побуждающем) диалоге либо организуется работа с учебником (№ 3).
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Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: прием аналогии при решении нестандартной задачи.
2. Актуализация.
Рассмотреть прием разбиения сложной задачи на простые при решении не-

стандартной задачи – рекомендуется использовать задание № 1 учебника.
3. Задание на пробное действие.

Решите уравнение , используя известный вам прием решения 
нестандартной задачи.

Отметим, что алгоритм решения дробно-рационального уравнения учащими-
ся не изучен, поэтому на данном этапе обучения решение этого уравнения рас-
сматривается как «нестандартная» задача.

4. Фиксация затруднения.
Я не могу решить эту нестандартную задачу, используя известный прием раз-

биения на простые задачи.
5. Фиксация причины затруднения.
У нас нет приема решения нестандартных задач, подходящего для этого слу-

чая.
6. Цель учебной деятельности.
Найти новый прием решения нестандартных задач.
7. Фиксация нового знания.
Чтобы решить нестандартную задачу можно найти аналогию между решенны-

ми ранее задачами и новой задачей, а затем использовать уже известный способ 
решения.

Открыть новое знание учащиеся могут с использованием текста задания № 2 
учебника. При выполнении этого задания учащиеся должны использовать анало-

гию с уравнением  и решить уравнение , используя основ-
ное свойство пропорции. Здесь важно найти идею решения. После того, как уча-
щиеся познакомятся с полным вариантом плана решения нестандартной задачи 
следует вернуться к решению и обратить их внимание на шаг, связанный с опре-
делением условий, накладываемых на искомую величину (пока понятие ОДЗ не 
вводится, однако, обращать внимание на ограничения, накладываемые на значе-
ния переменной, стоящей в знаменателе, необходимо уже сейчас). В менее под-
готовленном классе можно перед выполнением задания № 2 решить все четыре 
предложенных в этом задании уравнения (а – г), а потом использовать их для от-
крытия приема аналогии. После того как обе идеи решения нестандартных задач 
будут выявлены, организуется знакомство учащихся с  планом решения нестан-
дартной задачи (№ 3).

Учитель может развернуть проблематизацию вокруг приема разбиения слож-
ной задачи на простые при решении нестандартной задачи. Соответственно струк-
тура урока открытия нового знания изменится. Открыть новое знание учащиеся 
могут с использованием текста задания № 1 учебника, в ходе выполнения которо-
го учащиеся должны выявить, что планы, намеченные ими для решения задач 1 
и 2, являются составными частями плана решения задачи 3. Обобщая результаты 
этой работы, учащиеся выйдут на прием разбиения при решении сложных задач. 
После чего организуется знакомство учащихся с планом решения нестандартной 
задачи.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задание № 5 (а, б), 
для самостоятельной работы учащимся можно предложить № 5 (в, г). Для вклю-
чения в систему знаний учащимся предлагается решить задачу И. Ньютона (№ 6); 
для повторения – несколько заданий из системы заданий раздела повторения. На 
этапе рефлексии можно вернуться к  эпиграфу и  предложить учащимся проком-
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ментировать его с точки зрения плана решения нестандартных задач, изученно-
го ими на уроке. После чего учащимся предлагается оценить процесс и результат 
своей работы на уроке.

В качестве обязательной части домашнего задания учителем выбираются за-
дания из раздела, отмеченного буквой «Д». С  учетом возрастных особенностей 
учащихся рекомендуется привлекать к отбору домашнего задания самих учащих-
ся. Задания раздела, отмеченного буквой «С», выполняются на уроке в более под-
готовленных классах или задаются на дом в  качестве необязательной части до-
машнего задания (эти задания выполняются только по желанию учащихся, при их 
проверке оценивается только успех).

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы кото-
рого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: 
уроки рефлексии тренировочного и коррекционного типов, где учащиеся вырабаты-
вают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы действий, 
учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою 
учебную деятельность. На рефлексивно-тренировочном уроке на первый план вы-
ходит отработка предметных умений, однако в соответствии со структурой этого 
урока отрабатывается и умение выполнять коррекцию результатов своей работы. 
На рефлексивно-коррекционном уроке на первый план выходит отработка мета-
предметных умений (способность к фиксации места и причины ошибки, строить 
план выхода из затруднения на основе рефлексивного самоанализа), однако все 
эти умения формируются за счет предметного содержания.

В конце изучения каждого параграфа учащимся предлагается ссылка на 
экспресс-тест, который можно использовать для урока рефлексии или в качестве 
домашней работы.

Планированием также предусмотрены и уроки обучающего контроля, на них 
выделяется два урока. На первом из них учащиеся пишут контрольную работу, 
выполняют самопроверку по образцу и проводят самооценку, а на втором (по-
сле проверки работы учителем) – учащиеся исправляют ошибки и выполняют 
работу над ошибками в соответствии со структурой урока обучающего контроля. 
Перед проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлек-
сии с использованием содержания соответствующего раздела «Задачи для само-
контроля».

§ 1. Искусство математических рассуждений
П.1.1.1. Искусство задавать вопросы

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о плане решения нестандартной задачи и уме-
ние его использовать при решении задач в поисковой ситуации;

2) сформировать умение использовать аналитико-синтетический способ ре-
шения задач, с помощью использования системы специальных вопросов;

3) повторить и закрепить: приемы устных и письменных вычислений с деся-
тичными и обыкновенными дробями и смешанными числами; способ решения 
текстовых задач с помощью уравнения, понятие высказывания и его отрицания, 
понятие обратной и  противоположной теорем; перевод обыкновенной дроби 
и смешанного числа в периодическую десятичную дробь и обратно.

Для самостоятельного открытия рекомендуется использовать одно из заданий 
№ 1 или № 2, план решения нестандартной задачи вводится учителем в подводя-
щем (побуждающем) диалоге либо организуется работа с учебником (№ 3). Более 
подробно этот вопрос освящен выше.

Приведем примеры решения заданий из данного пункта.
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№ 4
Для решения задачи устанавливается аналогия с задачей А (на совместную ра-

боту).
В ходе решения задачи можно заполнить следующую таблицу, используемую 

для задач на совместную работу (расстояние принимается за 1):

S v t

1-й велосипедист 1 2 + 1 = 3

2-й велосипедист 1 ?

1-й и 2-й велосипедисты двигаются навстречу друг другу 1 2

1)  (часть расстояния) – проедет второй велосипедист за час;

2) 1 :  = 6 (ч) – время движения второго велосипедиста
Ответ: на весь путь второй велосипедист потратил 6 часов.
№ 5
а) 1. Определить, что требуется найти в задаче и понять, что представляет со-

бой искомая величина.
Нам надо найти все значения переменной х, при которых данное равенство 

превращается в истинное высказывание. Так как выражение х – 2 стоит в знаме-
нателе дроби, то х – 2 ≠ 0 ⇔ х ≠ 2.

2. Определить, что известно.
Нам известно, что х удовлетворяет указанному уравнению.
3. Попытаться найти аналогию между задачами, решенными ранее, и новой 

задачей и использовать уже известный способ решения задач такого типа.
Можно использовать основное свойство пропорции или равенство дробей 

с одинаковыми знаменателями (они равны при условии равенства числителей), 
можно домножить обе части уравнения на х – 2, приведя его к целому.

Используя, например свойство о том, что равенство  выполняет-
ся, если числители дробей равны, получим:

2х – 2 = х – 3 ⇔ х = 2.
Однако найденный корень не подходит, так как х ≠ 2, значит, уравнение не 

имеет корней.
Ответ: ∅.
б) 1. Определить, что требуется найти в задаче и понять, что представляет со-

бой искомая величина.
Нам надо найти все значения переменной х, при которых данное равенство 

превращается в истинное высказывание. Так как выражение х – 2 стоит в знаме-
нателе дроби, то х – 2 ≠ 0 ⇔ х ≠ 2.

2. Определить, что известно.
Нам известно, что х удовлетворяет указанному уравнению.
3. Попытаться найти аналогию между задачами, решенными ранее, и новой 

задачей и использовать уже известный способ решения задач такого типа.
Мы уже умеем решать линейные уравнения. Заметим, что если мы обозначим 

, то мы сможем записать уравнение в виде 2у – 3у = 1, которое можем 
решить.
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4. Выяснить, какие данные необходимы для нахождения переменной, тем са-
мым заменить задачу поиска исходной переменной поиском новых переменных, 
которые возможно будет найти уже известными способами.

Найдя у из линейного уравнения 2у – 3у = 1 ⇔ –у = 1 ⇔ у = –1, мы затем смо-

жем найти х из равенства , как неизвестный делитель.
Таким образом, решение нашей задачи выглядит следующим образом:

2у – 3у = 1 ⇔ у = –1 ⇔  ⇔ х – 2 = –1 (х ≠ 2) ⇔ х = 1 (х ≠ 2) ⇔ х = 1 (1 ≠ 2).
Ответ: {1}.
в) х 5 – х 3 = 0
1. Определить, что требуется найти в задаче и понять, что представляет собой 

искомая величина.
Нам надо найти все значения переменной х, при которых данное равенство 

превращается в истинное высказывание.
2. Определить, что известно.
Нам известно, что х удовлетворяет указанному уравнению.
3. Попытаться найти аналогию между задачами, решенными ранее, и новой 

задачей и использовать уже известный способ решения задач такого типа.
Заметим, что правая часть уравнения равна нулю. Мы уже умеем решать урав-

нения с использованием свойства произведения, равного нулю. Если мы предста-
вим левую часть уравнения в виде произведения, мы получим уравнение, которое 
можем решить.

4. Выяснить, какие данные необходимы для нахождения переменной, тем са-
мым заменить задачу поиска исходного переменной поиском новых переменных, 
которые возможно будет найти уже известными способами.

Необходимо разложить на множители х 5  – х 3. Сделаем это, вынося общий 
множитель за скобки.

Таким образом, решение нашей задачи выглядит следующим образом:
х 5 – х 3 = 0 ⇔ х 3 (х 2–1) = 0 ⇔ х 3 (х 2–1) = 0 ⇔ х 3 = 0 или х 2–1 = 0 ⇔ х = 0 или  

х 2 = 1 ⇔ х = 0 или х = ±1.
Ответ: {0; 1; –1}.
г) 1. Определить, что требуется найти в задаче и понять, что представляет со-

бой искомая величина.
Нам надо найти все значения переменной х, при которых данное равенство 

превращается в истинное высказывание.
2. Определить, что известно.
Нам известно, что х удовлетворяет указанному уравнению.
3. Попытаться найти аналогию между задачами, решенными ранее, и новой 

задачей и использовать уже известный способ решения задач такого типа.
Заметим, что правая часть уравнения равна нулю. Мы уже умеем решать уравнения 

с использованием свойства произведения, равного нулю. Если мы представим левую 
часть уравнения в виде произведения, мы получим уравнение, которое можем решить.

4. Выяснить, какие данные необходимы для нахождения пременной, тем са-
мым заменить задачу поиска исходной переменной поиском новых переменных, 
которые возможно будет найти уже известными способами.

Необходимо разложить на множители х 3 – 6х 2 – 4х + 24. Сделаем это способом 
группировки.

Таким образом, решение нашей задачи выглядит следующим образом:
х 3 – 6х 2 – 4х + 24 = 0 ⇔ (х – 6) (х 2 – 4) = 0 ⇔ х = 6 или х 2 = 4 ⇔ х = 6 или х = ±2.
Ответ: {6; 2; –2}.
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№ 6
Пусть х – первоначальный капитал.

1) Через год капитал составит: .

2) Через два года:

 
3) Через три года:

Так как капитал удвоился, можно составить следующую математическую мо-
дель:

 = 2х ⇔ х = 1480
1480 ⋅ 2 = 2960.
Ответ: 2960 фунтов стерлингов.

Из раздела для повторения укажем примеры решения к заданиям, выполнение 
которых рекомендуется. Учитель может выбрать и другие задания на темы, кото-
рые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выявлен-
ных у учащихся затруднений.

№ 7
а)

А, м 3 р, м 3/ ч t, ч

1-й насос х 70
x

70

2-й насос х + 600 120

Составим математическую модель задачи:

 → х –?; х + 600 –?

/ ⋅ 840
12х = 7х + 4200
5х = 4200
х = 840
Найдем объем второго бассейна.
х + 600 = 840 + 600 = 1440
Ответ: объем первого бассейна равен 840 м 3; второго – 1440 м 3.
б) Пусть семиклассники получили х учебников, тогда восьмиклассники полу-

чили х + 0,2х = 1,2х. По смыслу задачи x ∈ N. Всего они получили х + 1,2х учебни-
ков, что по условию составляет 286 учебников. Составим математическую модель 
задачи.

х + 1,2х = 286 → 1,2х –?
2,2х = 286
х = 130
1,2х = 1,2 ⋅ 130 = 156
Ответ: 156 учебников.
№ 9
Задание готовит учащихся к изучению следующего пункта. При необходимо-

сти задание можно сократить: для подготовки к следующему пункту достаточно 
составить из данных предложений следование A ⇒ B, обратное ему следование  
B ⇒ A и доказать одно из них.
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Рассмотрим выполнение задания под цифрой 1.
A ⇒ В: если квадрат натурального числа n делится на 7, то это число делится 

на 7. (истинно)
В ⇒ A: если натуральное число n делится на 7, то квадрат этого числа делится 

на 7. (истинно)
A B⇒ : если квадрат натурального числа n не делится на 7, то это число не 

делится на 7. (истинно)
B A⇒ : если натуральное число n не делится на 7, то квадрат этого числа не 

делится на 7. (истинно)
Докажем методом от противного теорему из задания под цифрой 4.
A ⇒ В: если число n! делится на 13, то число n больше 11. (истинно)
Предположим, что число n не больше 11. Тогда в разложение числа n! на про-

стые множители могут входить только простые числа не больше 11. Однако 13 – 
простое число, большее 11, и поэтому n! не делится на 13. Получено противоре-
чие. Теорема доказана.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 30*

Перед решением заметим, что 
1

7
0 142857= ,( ) , 

2

7
0 285714= ,( ) , 

3

7
0 428571= ,( ) , 

4

7
0 571428= ,( ) , 

5

7
0 714285= ,( ) , 

6

7
0 857142= ,( ) . То есть если мы будем делить стол-

биком натуральное число на 7, то оно либо разделится нацело, либо после запятой 
будет повторяться одна из шести указанных выше групп цифр.

Теперь сформулируем теоремы.
A ⇒ В : если натуральное число n не делится на 7, то в представлении рациональ-

ного числа n

7
 десятичной дробью имеется период из шести цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8.

Эта теорема верна. Как мы показали выше, если натуральное число не делится 

на 7, то у числа n

7
 после запятой будет повторяться одна из шести указанных выше 

групп цифр – все эти группы состоят из цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8.

В ⇒ A : если в представлении рационального числа n

7
 десятичной дробью, где 

n – натуральное число, имеется период из шести цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8, то натураль-
ное число n не делится на 7.

Эта теорема верна. Действительно, если в представлении рационального чис-

ла n

7
 имеется период, то это число нецелое, то есть число n не делится на 7.

A B⇒ : если натуральное число n делится на 7, то в представлении рациональ-

ного числа n

7
 десятичной дробью нет периода из шести цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8.

Эта теорема верна. Действительно, если число n делится на 7, то рациональное 

число n

7
 будет целым, и у него не будет периода из шести цифр.

B A⇒ : если в  представлении рационального числа n

7
 десятичной дробью, 

где n – натуральное число, не имеется периода из шести цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8, то на-
туральное число n делится на 7.

Эта теорема верна.
Доказательство проведем методом от противного.

Предположим, что в представлении рационального числа n

7
 десятичной дро-
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бью, где n – натуральное число, не имеется периода из шести цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8, 
но число n не делится на 7. Но если число n не делится на 7, то, как мы показали 

выше у числа n

7
 после запятой будет повторяться одна из шести групп цифр (груп-

пы состоят из цифр 1, 2, 4, 5, 7, 8). Противоречие.

П.1.1.2. Необходимость и достаточность

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о  математическом смысле и  использовании 
понятий «необходимость» и «достаточность»;

2) повторить формулы сокращенного умножения и закрепить умение применять 
формулы сокращенного умножения для преобразования выражений, рационализа-
ции вычислений и  разложения на множители; повторить различные способы раз-
ложения многочлена на множители (способ группировки; метод выделения полного 
квадрата).

Для организации самостоятельного открытия учащимся предлагается последо-
вательно выполнить пункты 1–3 задания № 32. Чтобы подготовить это открытие 
рекомендуется выполнить задание № 31, при выполнении которого учащиеся по-
вторяют, что такое следование, строят прямое и обратное следования, работают 
с составными частями следования, меняя условие и заключение местами.

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.
№ 32
1) Истинно.
2) а) Для того чтобы на улице был листопад необходимо, чтобы сейчас была 

осень.
б) Для того чтобы сейчас была осень, достаточно того, чтобы на улице был 

листопад.
№ 33
а) Для того, чтобы целое число а являлось квадратом четного числа необходи-

мо, чтобы целое число а делится на 4.
Так как следование: «Если целое число а является квадратом четного числа, то 

целое число а делится на 4» истинно, а обратное нет.
Доказательство:
а = (2b)2 = 4b 2; а делится на 4 по свойству делимости произведения.
Для доказательства ложности обратного высказывания «Если целое число 

а делится на 4, то целое число а является квадратом четного числа» достаточно 
привести контрпример: 12 делится на 4, однако 12 не является квадратом нату-
рального числа.

б) С помощью аналогичных рассуждений имеем:
Для того, чтобы целые числа a и  b были равны необходимо, чтобы квадраты 

целых чисел a и b были равны.
в) Для того, чтобы натуральное число n делилось на 3 достаточно, чтобы на-

туральное число n делилось на 21.
Так как следование: «Если натуральное число n делится на 21, то оно делится 

на 3» истинно, а обратное нет.
Доказательство.
а = 21b = 3 ⋅ 7b; а делится на 3 по свойству делимости произведения.
Для доказательства ложности обратного высказывания «Если натуральное 

число n делится на 3, то оно делится на 21» достаточно привести контрпример: 33 
делится на 3, однако не делится на 21.

г) С помощью аналогичных рассуждений имеем:
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для того, чтобы разность двух целых чисел a и  b делилась на 5 достаточно, 
чтобы каждое из чисел a и b делилось на 5.

Из раздела для повторения укажем примеры решения к  заданиям, выполне-
ние которых рекомендуется. Умение выделять полный квадрат пригодится уча-
щимся при изучении квадратных уравнений и построении графика квадратичной 
функции. Отметим, что учитель может выбрать и другие задания на темы, которые 
целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выявленных 
у учащихся затруднений.

№ 39
а) а 2 – 10а + 9 = а 2 – 2 ⋅ 5а + 25–25 + 9 = (а – 5) 2 – 16 = ((а – 5) – 4) ((а – 5) + 4) = 

= (а – 9) (а – 1);
б) b 2 – 12b + 11 = b 2 – 2 ⋅ 6b + 36–36 + 11 = (b – 6) 2 – 25 = ((b – 6) – 5) ((b – 6)+ 

+ 5) = (b – 11) (b – 1);

в) с 2 + 1

2
с – 3 = с 2 + 2 ⋅ 1

4
с + 1

16
 – 1

16
 – 3 = (с + 1

4
)2 – 49

16
 = ((с + 1

4
) – 7

4
) ((с +  

+ 1

4
) + 7

4
) = (с – 1,5) (с + 2).

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 47*
а) А ⇒ В: если квадрат целого числа n отрицателен, то число n делится на 3.
Квадраты целых чисел неотрицательны, поэтому утверждение А ложно всег-

да.
Так как утверждение А ложно всегда, то высказывание А ⇒ В верно.
В ⇒ А: если целое число n делится на 3, то квадрат целого числа n отрицателен.
Это высказывание неверно, так квадраты целых чисел неотрицательны.
б) А ⇒ В: если квадрат целого числа n отрицателен, этот квадрат  – простое 

число.
Квадраты целых чисел неотрицательны, поэтому утверждение А ложно всегда.
Так как утверждение А ложно всегда, то высказывание А ⇒ В верно.
В ⇒ А: если квадрат целого числа n – простое число, то этот квадрат отрица-

телен.
Квадраты целых чисел не могут быть простыми числами, поэтому утвержде-

ние В ложно всегда.
Так как утверждение В ложно всегда, то высказывание В ⇒ А верно.
в) А ⇒ В: если натуральное число n больше, чем 3, то числа n, n + 2, n + 4 – 

простые.
Это высказывание неверно, так как, например, для n = 5 число n + 4 = 9 – не 

простое.
В ⇒ А: если для натурального числа n числа n, n + 2, n + 4 – простые, то число 

n больше, чем 3.
Если n = 3, то числа n = 3, n + 2 = 5, n + 4 = 7 – простые. Поэтому высказыва-

ние В ⇒ А неверно.
Замечание. Можно показать, что если для натурального числа n числа n, n + 2, 

n + 4 – простые, то число n обязано равняться 3.
г) А ⇒ В: если целые числа x, y, z удовлетворяют уравнению x2 + y2 = z2, то чис-

ло y равно 1.
Так как 32 + 42 = 52, то y не обязано равняться 1, то есть высказывание неверно.
В ⇒ А: если целое число y равно 1, то целые числа x, y, z удовлетворяют урав-

нению x2 + y2 = z2.
То, что y равно 1, не накладывает никаких ограничений на числа x и  z.  

Например, x и z тоже могут равняться 1 и тогда x2 +y2 ≠ z2. Значит, высказывание 
В ⇒ А неверно.
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д) А ⇒ В: если уравнение ах = b, где а и b – целые числа, имеет не менее двух 
целочисленных решений, то целое число а равно 0.

Если a ≠ 0, то уравнение ах = b, будет иметь одно решение x
b

a
=  (возмож-

но не целое). Поэтому если уравнение ах = b имеет не менее двух решений, то 
число а  равно 0, то есть высказывание верно (отметим, что в  этом случае  
b = 0).

В ⇒ А: если целое число а равно 0, то уравнение ах=b, где b – целое число, 
имеет не менее двух целочисленных решений.

Пусть a =0, b = 1. Тогда уравнение 0х = 1 не имеет решений. Значит, высказы-
вание В ⇒ А неверно.

е) А ⇒ В: если натуральное число n больше, чем 1, то число n! нечетно.
Если n больше, чем 1, то число n! = 1 ⋅ 2 ⋅ ... ⋅ n содержит среди сомножителей 

двойку, то есть четно. Значит, высказывание А ⇒ В неверно.
В ⇒ А: если для натурального числа n число n! нечетно, то число n больше,  

чем 1.
Если n = 1, то n! = 1 – нечетно. Если n ≥ 2, то число n! = 1 ⋅ 2 ⋅ ... ⋅ n содержит 

среди сомножителей двойку, то есть четно. Поэтому n! нечетно только при n = 1. 
Значит, высказывание В ⇒ А неверно.

П.1.1.3. Свойства и признаки. Критерии

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о следующих видах высказываний: свойство, 
признак и критерий;

2) сформировать умение работать с  формулировкой теорем, переходя от их 
развернутой формулировки в  виде «Если…, то….» к  краткой и  обратно, а  также 
использовать при этом обозначения и символы;

3) повторить способ решения линейных уравнений, уравнений, сводящихся 
к ним, путем разложения на множители, а также уравнений, содержащих модуль; 
решение линейных неравенств.

Для организации самостоятельного открытия предлагается следующая система 
заданий:

• № 48 (актуализация понятия следования; следования, обратного данному, 
и умения работать с высказываниями такого типа);

• № 49 (на примере знакомых учащимся верных высказываний разворачива-
ется проблематизация вокруг умения использовать понятия «признак» и «свой-
ство» и нового понятия «критерий»).

Приведем примеры решения заданий из данного пункта.
№ 48
а) Если (а + b)  c, то а  с и b  c.
б) Если аb  c, то а  с и b  c.
в) Если график проходит через начало отсчета, то он показывает прямую про-

порциональность.
г) Если квадраты двух чисел равны, то эти числа противоположны.
д) Если число делится на 6 и на 4, то оно делится на 24.
Все полученные утверждения являются ложными. Учащиеся обосновывают 

это, приводя соответствующие контрпримеры, например:
а) (12 + 6)  9, однако ни 12, ни 6 на 9 не делится;
б) (21 ∙ 5)  7, однако 5 на 7 не делится;
в) график y = x проходит через начало отсчета, но не является прямой про-

порциональностью;
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г) Квадраты равных чисел также равны.
д) Число 12 делится на 6 и на 4, но не делится на 24.
№ 50 (а)
А ⇒ В
Доказательство:
Пусть а и b при делении на m имеют остаток r, тогда: a = mn + r; b = mk + r.
a – b = mn + r – (mk + r) = mn + r – mk – r = mn – mk = m (n – k) = ms.
В ⇒ А
Доказательство:
Пусть a дает остаток r. Тогда a = mn + r. Из условия a – b = ms следует b = mk + r, 

где k = n – s
А ⇔ В
Целые числа а и b дают одинаковые остатки при делении на натуральное число 

m в том и только в том случае, когда их разность делится на натуральное число m.
Из раздела для повторения укажем примеры решения к заданиям, выполнение 

которых рекомендуется. Учитель может выбрать и другие задания на темы, кото-
рые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выявлен-
ных у учащихся затруднений.

№ 52
а) d3 – 15d2 – 4d +60 = 0 ⇔ (d – 15) (d – 2) (d + 2) = 0 ⇔ d = 15, или d = 2, или 

d = –2.
Ответ: {15; 2; –2}.
б) х 3 – 8х 2–16х + 128 =0 ⇔ х 2 (х – 8) – 16 (х – 8) = 0 ⇔ (х – 8) (х 2–16) = 0⇔
⇔ (х – 8) (х – 4) (х + 4) = 0 ⇔ х = 8 или х = 4 или х = –4.
Ответ: {8; 4; –4}.
в) k2 + 11k + 18 = 0 ⇔ k 2 + 2⋅ 5,5k +30,25–30,25 + 18 = 0 ⇔ (k + 5,5) 2 – 3,52 = 0 ⇔
⇔ (k + 5,5–3,5) (k + 5,5 + 3,5) = 0 ⇔ (k + 2) (k + 9) = 0 ⇔ k = –2 или k = –9.
Ответ: {–2; –9}.
г) b 2 – 8b +15 = 0 ⇔ b 2 – 2∙ 4b + 16–16 + 15 = 0 ⇔ (b – 4) 2 – 1 = 0 ⇔ 
⇔ (b – 5) (b – 3) = 0 ⇔ b = 5 или b = 3
Ответ: {5; 3}.
№ 53
а) x + 7 = 15
х + 7 = 15 	 х + 7 = –15
х = 8 	 х = –22
Ответ: {8; –22}.
б) 2y + 5 = –3
Модуль не может равняться отрицательному числу, поэтому решений нет.
Ответ: ∅.
в) –1,5z + 3 = –9 ⇔ 1,5z + 3 = 9
1,5z + 3 = 9 	 1,5z + 3 = –9
1,5z = 6 	 1,5z = –12
z = 4 	 z = –8
Ответ: {4; –8}.
г) 16 – 3k = –2k + 1
В левой части равенства – неотрицательное число, в правой – неположитель-

ное, поэтому получаем систему:
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2 1 0
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+ =
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
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Ответ: ∅.
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д) 1

4
6 0m − =

1

4
6 0

1

4
6 24m

m
m− = ⇔ = ⇔ =

Ответ: 24.
е) 5t – 4 = 8 – t
5t – 4 = 8 – t 	 5t – 4 = – (8 – t)
6t = 12 	 4t = –4
t = 2 	 t = –1
Ответ: {2; –1}.

ж) − − = − − ⇔ − = −2 4 5 2 4 5x x x x

2x – 4 = 5 – x	 2x – 4 = x – 5
3x = 9 	 x = –1
x = 3
Ответ: {3; –1}.

з) 3 12 8 3 10 7 3 12 2 4x x x x x+ = + − − ⇔ + = − − .
3x + 12 = – 2x – 4 	 3x + 12 = 2x + 4
5x = – 16 	 x = –8
x = –3,2
Ответ: {–3,2; –8}.
Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 61*
Покажем, что А ⇒ В. То есть если уравнение ax + by = c, где а, b, с – целые 

числа, причем а ≠ 0, b ≠ 0, имеет целочисленные решения x, y, то число с делится 
на наибольший общий делитель чисел | а | и | b |.

Пусть у уравнения ax + by = c имеются целочисленные решения x, y, и d – наи-
больший общий делитель чисел | а | и | b |. Тогда а=а1d и b=b1d, где а1 и b1 – целые числа.

Отсюда c = ax + by = а1dx +b1dy= (а1x +b1y) d, то есть с делится на d, что и тре-
бовалось доказать.

Покажем, что В ⇒ А. То есть если целое число с делится на наибольший об-
щий делитель чисел | а | и | b |, где а, b – целые числа, то уравнение ax + by = c, с – 
целое число, имеет целочисленные решения x, y.

Пусть d – наибольший общий делитель чисел | а | и | b | (а ≠ 0, b ≠ 0), и число 
с делится на d. Тогда а=а1d и b=b1d, где а1 и b1 – целые числа, причем наибольший 
общий делитель чисел | а1 | и | b1 | равен 1. А так как с делится на d, то c=c1d, где c1 – 
целое число.

Подставим выражения для чисел а, b, с в уравнение. Получим a1dx + b1dy = c1d. 
Сократим на d ≠ 0. Получим уравнение a1x + b1y = c1, где НОД чисел | а1 | и | b1 | равен 
1. Покажем, что это уравнение имеет целочисленное решение.

Перепишем уравнение в виде a1x – c1= – b1y.
Покажем, что найдется такое целое x, что левая часть делится на b1.
Подставим в выражение a1x – c1 вместо x числа 1, 2, …, b1.
Докажем, что все остатки при делении на b1 будут различны.
Действительно, пусть при подстановке каких-то двух чисел m и n остатки со-

впали. Тогда разность (a1m – c1) – (a1n – c1) = a1 (m – n) будет делиться на b1. Но 
| m – n | < b1, а наибольший общий делитель чисел | а1 | и | b1 | равен 1. Противоречие.

Значит, все остатки при делении на b1 будут различны. Но их ровно b1 и зна-
чит при каком-то k выражение a1k – c1 будет иметь остаток 0 при делении на b1, 
то есть будет делиться на b1. Это означает, что a1k – c1 =tb1 и x=k, y=t – решение 
уравнения.

Замечание 1. То, что уравнение a1x + b1y = c1 имеет целочисленное решение мож-
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но было доказать другим способом. Можно показать, что уравнение a1x + b1y =1  
имеет решение x = x1, y = y1 (это следует из алгоритма Евклида поиска наибольшего 
общего делителя чисел | а1 | и | b1 |). Тогда решением уравнения a1x + b1y = c1 будут числа 
x = c1x1, y = c1y1.

Замечание 2. Несложно показать, что если уравнение ax + by = c имеет цело-
численное решение x = x0, y = y0, то для любого целого t числа x = x0 – bt, y = y0 + at 
также будут решением уравнения.

Сформулируем критерий А ⇔ В.
Пусть а, b, с – целые числа, причем а ≠ 0, b ≠ 0. Уравнение ax + by = c имеет 

целочисленные решения x, y тогда и только тогда, когда число с делится на наи-
больший общий делитель чисел | а | и | b |.

§ 2. Сложные предложения
П.1.2.1. Сложные высказывания

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о сложных высказываниях, как о высказыва-
ниях составленных из нескольких простых высказываний, с помощью «связок»: 
«Не верно, что…»; «Если…, то…»; «и»; «или»;

2) сформировать умение использовать союзы «и» и  «или» для построения 
сложных высказываний в соответствие с их математическим смыслом и умение 
определять истинность и ложность полученных сложных высказываний;

3) сформировать представление о дизъюнкции и конъюнкции высказываний 
и предложений с переменной* и познакомить с формулами де Моргана;

4) повторить понятие функции, области ее определения, закрепить умение 
строить график линейной функции, прямой пропорциональности и кусочно-ли-
нейной функции.

Рассмотрим вопрос организации самостоятельного открытия учащимися. В об-
щеобразовательных классах учащиеся могут открыть понятие «сложного выска-
зывания», для чего рекомендуется выполнить задание № 62. После чего можно 
закрепить это понятие, выполнив № 67 (с  более подготовленными учащими-
ся можно провести диалог по выявлению закономерностей, зафиксированных 
в формулах де Моргана, не знакомя учащихся с их явным видом) и  переходить 
к повторению курса 7 класса.

При углубленном изучении предмета наряду с понятием «сложного высказы-
вания» вводятся понятия дизъюнкции и конъюнкции высказываний, для отработ-
ки которых выполняются № 63–66. Проблематизацию рекомендуется развернуть 
вокруг формул де Моргана, используя текст задания № 66. При выполнении № 67 
рекомендуется попросить учащихся продемонстрировать выполнение формул де 
Моргана на придуманных ими высказываниях.

Рассмотрим выполнение заданий данного пункта.
№ 62
Сегодня алгебра первым и вторым уроком по расписанию.
Сегодня алгебра первым или вторым уроком по расписанию.
№ 63
A ∧ B: неправильная дробь больше и равна единице. (Л.)
A ∨ B: неправильная дробь больше или равна единице. (И.)
№ 64
Задание выполняется согласно образцу. Выпишем только вариант конъюнк-

ции в «более красивом» виде.
а) Целое число равно 0.
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б) Натуральное число делится на 15.
в) Натуральное число при делении на 6 дает остаток 1
г) Число р равно 2.
№ 65
Задание выполняется согласно образцу. Выпишем только вариант дизъюнк-

ции в «более красивом» виде.
а) Натуральное число n нечетное.
б) Натуральное число n имеет вид 6k+m, где k – целое неотрицательное число, 

m = 1, 3, 5 или 6.
в) Натуральное число n имеет вид 10k+m, где k – целое неотрицательное чис-

ло, m = 0, 2, 4, 6, 7 или 8.
г) Числа х и у равны по модулю.
Из раздела для повторения укажем примеры решения к заданиям, выполнение 

которых рекомендуется. Учитель может выбрать и другие задания на темы, которые 
целесообразно повторить с  конкрет-
ным классом, в зависимости от выяв-
ленных у учащихся затруднений.

№ 69
R (6; –1,5)
а) Прямая пропорциональность 

имеет вид y = kx.
–1,5 = k ⋅ 6
k = –0,25
y = –0,25x
б) Графиком прямой пропорци-

ональности является прямой, кото-
рая проходит через начало коорди-
нат и точку R (6; –1,5).

в) Выясним, принадлежит ли 
графику функции точка S (–18; 74).

Подставим значения координат в формулу y = –0,25x
Получим неверное равенство: 74 = –0,25⋅ (–18).
Значит, точка S не принадлежит 

графику y = –0,25x.
Аналогично: Q (20; 80), P (0,75; –3) 

также не принадлежат графику.

№ 71
Рекомендуется построить графи-

ки функций и  проверить найденные 
координаты аналитически (для чего 
из уравнения 2х – 2 = – х – 5 находит-
ся абсцисса точки пересечения, а  за-
тем подстановкой в  одну из формул 
вычисляется значение ее ординаты).

а) у = 2х – 2 и у = –х – 5
2х – 2 = – х – 5 ⇔ 3х = –3 ⇔ х = –1
у (–1) = – (–1) – 5 = –4
Ответ: графики пересекаются в точке с координатами (–1; –4).

№ 73
Задание готовит учащихся к изучению главы 2 и изучению свойств функций.
в) f(x) = x + 2
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Чтобы построить график, вос-
пользуемся определением модуля 
и перепишем функцию в следующем 
виде:

f x
x x

x x
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Построим график кусочно-ли-
нейной функции.

Ответим на вопросы, пользуясь 
построенным графиком.

1) Точка пересечения с осью Ох: 
(–2; 0);

Точка пересечения с  осью Оу:  
(0; 2).

2) Выше оси Ох: при х ∈ (–∞;–2) ∪  
∪ (–2; +∞).

3) Ниже оси Ох график не лежит.
Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 80*
а) Воспользуемся формулой де Моргана для двух высказываний A B A B∧ ⇔ ∨ , 

в которую вместо высказывания A подставим A .
Тогда A B A B∧ ⇔ ∨ , но A A= . Значит A B A B A B∧ ⇔ ∨ ⇔ ∨ , что и требова-

лось доказать.
б) Воспользуемся формулой де Моргана для двух высказываний A B A B∨ ⇔ ∧ , 

в которую вместо высказывания B подставим B .
Тогда A B A B A B∨ ⇔ ∧ ⇔ ∧ , что и требовалось доказать.
в) Воспользуемся формулой де Моргана для двух высказываний A B A B∧ ⇔ ∨ , 

в которую вместо высказывания A подставим A , а вместо высказывания B под-
ставим B .

Тогда A B A B A B∧ ⇔ ∨ ⇔ ∨ , что и требовалось доказать.
г) Воспользуемся формулой де Моргана для двух высказываний A B A B∨ ⇔ ∧ , 

в которую вместо высказывания A подставим A , а вместо высказывания B под-
ставим B .

Тогда A B A B A B∨ ⇔ ∧ ⇔ ∧ , что и требовалось доказать.

П.1.2.2. Законы логики для сложных высказываний*
содержание пункта изучается при изучении математики на предпрофильном (углу-

бленном) уровне, может быть вынесено в программу факультативного курса.

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о  формулах логики сложных высказыва-
ний; познакомить учащихся с аналогией между формулами логики и формула-
ми арифметики;

2) сформировать умение доказывать истинность формул логики с помощью 
таблиц истинности и их логического вывода из уже доказанных формул;

3) повторить алгоритм решения линейных уравнений в целых числах и закре-
пить умение применять его при решении задач; повторить способы решения урав-
нений и неравенств с модулем.
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Для самостоятельного открытия простейших формул логики рекомендуется 
использовать № 81, учащиеся могут использовать представленный в задании план 
или предложить свой вариант плана.

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.
№ 82
Составим таблицу истинности:
А В С А∧В (А∧В)∨С А∨С В∨С (А∨С)∧(В∨С) 
и и и и и и и и
и и л и и и и и
и л и л и и и и
и л л л л и л л
л и и л и и и и
л и л л л л и л
л л и л и и и и
л л л л л л л л

Из этой таблицы видно, что данные сложные высказывания равносильны.
№ 83
Составим таблицу истинности:

А В С А∧В А∧В∧С A B C∧ ∧ A B C A B∨ A B C∨ ∨

и и и и и л л л л л л
и и л и л и л л и л и
и л и л л и л и л и и
и л л л л и л и и и и
л и и л л и и л л и и
л и л л л и и л и и и
л л и л л и и и л и и
л л л л л и и и и и и

Из этой таблицы видно, что данные сложные высказывания равносильны.
№ 84
а) Составим таблицу истинности:

А В С А∨В А∨В∨С A B C∨ ∨ A B C A B∧ A B C∧ ∧

и и и и и л л л л л л
и и л и и л л л и л л
и л и и и л л и л л л
и л л и и л л и и л л
л и и и и л и л л л л
л и л и и л и л и л л
л л и л и л и и л и л
л л л л л и и и и и и

Из этой таблицы видно, что данные сложные высказывания равносильны.
б) Применим формулы де Моргана для двух высказываний: 

A B C A B C A B C A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∧ ∨ ⇔ ∧ ∧ ⇔ ∧ ∧( ) ( ) .
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№ 85
а) Составим таблицу истинности:

А В С A B A B∧ A B∧ A C∧ A B A C∧( )∨ ∧( )
и и и л л л и л и
и и л л л л и л и
и л и л и и л л л
и л л л и и л л л
л и и и л л и и и
л и л и л л и л и
л л и и и л и и и
л л л и и л и л и
б) Составим таблицу истинности:

А В С A А∨В A C∨ A C∨ A B A C∨( ) ∧ ∨( )
и и и л и и л л
и и л л и л и и
и л и л и и л л
и л л л и л и и
л и и и и и л л
л и л и и и л л
л л и и л и л л
л л л и л и л л

в) Составим таблицу истинности: A B A C∧( )∨ ∧( )
А В С A А∧В A B∧ A C∧ A C∧ A B A C∧( )∨ ∧( )
и и и л и л л и и
и и л л и л л и и
и л и л л и л и и
и л л л л и л и и
л и и и л и и л и
л и л и л и л и и
л л и и л и и л и
л л л и л и л и и

№ 86
а) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний 

A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ , в которую вместо высказывания C подставим C .
Тогда A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ , но C C= . Значит A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∨ ∨ , что 

и требовалось доказать.
б) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний 

A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ , в которую вместо высказывания A подставим A .
Тогда A B C A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ ⇔ ∧ ∧ , что и требовалось доказать.
в) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний
A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ , в которую вместо высказывания B подставим B , а вме-

сто высказывания C подставим C .
Тогда A B C A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∨ ∨ , что и требовалось доказать.
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Из раздела для повторения укажем примеры решения к  заданиям, выполне-
ние которых рекомендуется. Задания № 87–88 готовят учащихся к изучению тем 
следующей главы. Учитель может выбрать и  другие задания на темы, которые 
целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выявленных 
у учащихся затруднений.

Задание № 87 выполняется аналогично № 53, решение которого разобрано 
выше. Рассмотрим решение № 88.

№ 88

а) 1

4
3

1

2
2 6t t− + + =

1

4
3 0 12t t− = ⇔ =

1

2
2 0 4t t+ = ⇔ = −

1

4
3t - 	 3

1

4
- t 	 3

1

4
- t 	

1

4
3t -

1

2
2t + 	 - -

1

2
2t 	

1

2
2t + 	

1

2
2t +

Раскроем модули и решим уравнение на каждом из полученных промежутков:

1) при t ∈ (–∞;–4): 3
1

4

1

2
2 6

3

4
5 6

2

3
− − − = ⇔ − = ⇔ = −t t t t ; − ∈ −∞ −6

2

3
4( ; )

2) при t ∈ [–4; 12): 3
1

4

1

2
2 6

1

4
1 4− + + = ⇔ = ⇔ =t t t t ; 4 ∈ [-4; 12)

3) при t ∈ [12;+∞): 
1

4
3

1

2
2 6

3

4
7 9

1

3
t t t t− + + = ⇔ = ⇔ = ; 9

1

3
12∉ +∞[ ; )

Ответ: −{ }6
2

3
4; .

№ 90

а) 3 8

3
1 5

8

3
1

5

3

5

3

8

3
1

5

3

8

3

8

3

2

3
1⋅ + ⇔ + ⇔ − + ⇔ − ⇔ −x x x x             m m m m m m mm m   x

1

4

Ответ: −





1
1

4
; .

б) 2,4b – 0,2 > 5
2,4b – 0,2 > 5 или 2,4b – 0,2 < 5

1 случай: 2,4b > 5,2 ⇔ b > 2
1

6
2 случай: 2,4b < –4,8 ⇔ b < –2

Ответ: −∞ −( )∪ +∞





; ;2 2

1

6
.

в) 7y – 2 ≤ –0,1
Так как для любого y выполняется 7y – 2 ≥ 0, то неравенство не имеет решения.
Ответ: ∅.
г) 8d – 16 > –1
Так как для любого d выполняется 8d – 16 ≥ 0, то неравенство верно при 

любом d.
Ответ: (–∞; +∞).
д) k – 16 < 9 – 4k
k – 16 = 0 ⇔ k = 16
9 – 4k = 0 ⇔ k = 2,25
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k – 16	 16 – k	 16 – k 	 k – 16
9 – 4k	 9 – 4k	 4k – 9	 4k – 9

Раскроем модули и решим неравенство на каждом из полученных промежут-
ков:

1) при k ∈ (–∞; 2,25): 

16 – k < 9–4k ⇔ k < -2
1

3
.

Все такие k удовлетворяют усло-
вию k ∈ (–∞; 2,25). 

Значит, k ∈ (–∞; -2
1

3
).

2) при k ∈ [2,25; 16): 16 – k < 4k – 9 ⇔ k > 5.
Учитывая условие k ∈ [2,25; 16), по-

лучаем: k ∈ (5; 16).
3) при k ∈ [16; +∞): k – 16 < 4k – 9 ⇔ 

⇔ k > -2
1

3
.

Учитывая условие k ∈ [16; +∞), полу-
чаем: k ∈ [16; +∞).

Запишем в  ответ объединение всех 
найденных промежутков.

Ответ: −∞ −





; 2

1

3
 ∪ (5; +∞).

Неравенства е – м решаются аналогично.
Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 101*
а) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний

A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ , в которую вместо высказывания A подставим A , а вместо 
высказывания B подставим B .

Тогда A B C A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ ⇔ ∧ ∧ , что и требовалось доказать.
б) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний
A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ , в которую вместо высказывания C подставим C .
A B C A B C A B C∧ ∧ ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∨ ∨

в) Применим для доказательства формулу де Моргана для трех высказываний
A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ , в  которую вместо высказывания A подставим A , вместо 

высказывания B подставим B , а вместо высказывания C подставим C .
Тогда A B C A B C A B C∨ ∨ ⇔ ∧ ∧ ⇔ ∧ ∧ , что и требовалось доказать.
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Глава 2. Системы линейных уравнений и неравенств

Во второй главе учащиеся возвращаются к изучению систем линейных урав-
нений  и знакомятся с системами и совокупностями линейных неравенств, как с 
одной, так и двумя переменными. Известный из курса 7 класса материал допол-
няется изучением вопроса о количестве решений системы линейных уравнений, 
знакомством с системами линейных уравнений с тремя и более переменными, 
а также со способами решения систем неравенств с модулем. При этом способ 
решения систем уравнений с модулем рекомендуется разобрать и в общеобра-
зовательных классах. При изучении данной главы восьмиклассники повторяют 
уже знакомые понятия: линейное уравнение с двумя переменными; система ли-
нейных уравнений с двумя переменными. Вводится новое для них понятие – си-
стема линейных неравенств. Понятие совокупности вводится на примере сово-
купности линейных неравенств. Изучение каждого нового понятия начинается 
с рассмотрения практической задачи, математической моделью которой являет-
ся вводимое соотношение, что мотивирует учащихся к рассмотрению вопроса об 
общем способе решения полученной модели.

В первом параграфе данной главы рассматривается способ решения систем с 
модулем. При их решении учащиеся «раскрывают» модуль, используя знакомое 
им определение модуля. При решении таких систем особое внимание следует 
уделить шагу проверки найденных решений на соответствие рассматриваемому 
при раскрытии модуля случаю.

Во втором параграфе данной главы учащиеся изучают не только системы не-
равенств, но и их совокупности. Эта работа поможет учащимся в дальнейшем 
работать и с другими совокупностями, например совокупностью линейных 
уравнений, на которые может распадаться уравнение второй и выше степеней.

Помимо традиционного изучения неравенств с одной переменной учащиеся 
получают возможность научиться решать неравенства с двумя переменными и их 
системы. Восьмиклассники знают, что графиком линейного уравнения с двумя 
переменными ах + bу + с = 0 является прямая, и на интуитивном уровне им по-
нятно, что графиком неравенства с двумя переменными ах + bу + с > 0 (ах + bу + 
+ с < 0, ах + bу + с > 0, ах + bу + с < 0) будет являться полуплоскость, ограничен-
ная прямой. Эти представления при изучении пункта «Линейные неравенства 
с двумя переменными и их системы. Графическое изображение множества их 
решений» уточняются, и вводится соответствующий алгоритм графического ре-
шения линейного неравенства с двумя переменными. Эти знания применяются 
при решении систем линейных неравенств с двумя переменными.

Восьмиклассники осваивают методы решения простейших систем нера-
венств с модулями. При решении систем неравенств с одной переменной по-
является возможность повторить способ решения неравенств с модулем, так как 
алгоритм решения системы предполагает двукратное применение известного с 
7 класса алгоритма решения неравенства с модулем. При этом более подготов-
ленных учащихся можно познакомить с графическим способом решения подоб-
ных систем. При решении систем неравенств с двумя переменными учащиеся 
раскрывают модуль, используя его определение, и отрабатывают умение строить 
график неравенства с двумя переменными.

Характеристика деятельности учащихся
При изучении содержания второй главы учащиеся:
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и 

поисковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обраще-

ния к общему алгоритму, определению;
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• строят математическую модель текстовых задач, переводя их условие на 
язык алгебры.

• сравнивают различные способы решения систем линейных уравнений и 
систем неравенств с модулями;

• анализируют системы линейных уравнений и неравенств с целью поиска 
возможности упрощения ее решения;

• планируют ход решения и реализуют полученный план при решении систем 
линейных уравнений и неравенств;

• используют функционально-графические представления для решения си-
стем уравнений и неравенств;

• моделируют решение неравенства на упрощенной числовой прямой при 
решении неравенства и их систем;

• строят графики линейных уравнений и неравенств с двумя переменными;
• строят способ действия для решения нового типа задач;
• записывают способы действий с помощью алгоритмов, выбирают алго-

ритм и используют его для выполнения различных задач;
• применяют изученные методы для решения задач практической направлен-

ности;

Особенности изучения учебного содержания
При изучении второй главы (как и всех остальных глав учебника) плани-

рованием предусмотрены уроки открытия нового знания (ОНЗ), структура ко-
торых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса универсальных 
учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на примере 
содержания пункта 2.1.2 «Математические модели задач и системы линейных 
уравнений с двумя переменными».

В этом пункте учащиеся применяют известные им шаги алгоритма реше-
ния текстовых задач методом моделирования для решения задач, сводящихся 
к решению системы двух линейных уравнений с двумя переменными. Они уже 
знают, что при необходимости две неизвестные величины обозначаются двумя 
переменными. Важно отметить мотивационное значение содержания этого пун-
кта: учащиеся должны понять, что система линейных уравнений с двумя пере-
менными становится мощным инструментом для решения практических задач.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствие с требованиями 
технологии деятельностного метода Л.Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). 
На этапе мотивации учитель может предложить учащимся обсудить эпиграф к 
данному пункту и высказать свои мысли по поводу высказывания французского 
математика Жюля Анри Пуанкаре.

Для самостоятельного открытия рекомендуется использовать задание № 142.
Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: алгоритм решения задач, сводящихся к решению системы 

двух линейных уравнений с двумя переменными.
2. Актуализация.
Повторить: алгоритм решения текстовых задач методом моделирования 

(№142).
3. Задание на пробное действие.
Решите задачу с помощью системы уравнений с двумя переменными (№142 

(1,в)).
4. Фиксация затруднения.
Я не могу решить задачу с помощью системы уравнений с двумя перемен-

ными.
Я не могу обосновать свой способ решения задачи согласованным в классе 

эталоном.
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5. Фиксация причины затруднения.
Не известен алгоритм решения задач, сводящихся к решению системы двух 

линейных уравнений с двумя переменными.
6. Цель учебной деятельности.
Уточнить известный алгоритм моделирования для задач, сводящихся к ре-

шению системы двух линейных уравнений с двумя переменными.
7. Фиксация нового знания.
Открыть новое знание учащиеся могут с использованием текста задания № 

142 (1), после чего с учащимися обсуждается, потребовалась ли им корректиров-
ка уже известного алгоритма решения задач методом моделирования и если да, 
то какая. Ответы обобщаются и фиксируются с помощью алгоритма, вариант 
которого представлен в учебнике.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить несколько зада-
ний из №143, №145, №146, для самостоятельной работы учащимся можно пред-
ложить № 144.

На этапе включения в систему знаний учащимся предлагается выполнить № 
150. Для повторения можно выполнить одно или несколько заданий из разде-
ла повторения, например, № 153 – 155, которые готовят учащихся к следующей 
теме «Системы двух уравнений с модулями».

На этапе рефлексии можно вернуться к эпиграфу и предложить учащимся 
прокомментировать его с точки зрения знаний, полученных ими на уроке. По-
сле этого учащимся предлагается оценить процесс и результат своей работы на 
уроке. В качестве обязательной части домашнего задания учителем выбираются 
задания из раздела, отмеченного буквой «Д». С учетом возрастных особенностей 
учащихся рекомендуется привлекать к отбору домашнего задания самих уча-
щихся. Задания раздела, отмеченного буквой «С», выполняются на уроке в более 
подготовленных классах или задаются на дом в качестве необязательной части 
домашнего задания (эти задания выполняются только по желанию учащихся, 
при их проверке оценивается только успех).

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы ко-
торого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уро-
ков: уроки рефлексии тренировочного и коррекционного типа, где учащиеся вы-
рабатывают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы 
действий, учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, коррек-
тировать свою учебную деятельность. На рефлексивно-тренировочном уроке 
на первый план выходит отработка предметных умений, однако в соответствии 
со структурой этого урока отрабатывается и умение выполнять коррекцию ре-
зультатов свей работы. На рефлексивно-коррекционном уроке на первый план 
выходит отработка метапредметных умений (способность к фиксации места и 
причины ошибки, строить план выхода из затруднения на основе рефлексивно-
го самоанализа), однако все эти умения формируются за счет предметного со-
держания.

В конце изучения каждого параграфа учащимся предлагается ссылка на 
экспресс-тест, который можно использовать для урока рефлексии или в каче-
стве домашней работы (во второй главе их два).

Планированием также предусмотрены и уроки обучающего контроля, на них 
выделяется два урока. На первом из них учащиеся пишут контрольную работу, 
выполняют самопроверку по образцу и проводят самооценку, а на втором (по-
сле проверки работы учителем) – учащиеся исправляют ошибки и выполняют 
работу над ошибками в соответствие со структурой урока обучающего контроля. 
Перед проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлек-
сии с использованием содержания соответствующего раздела «Задачи для само-
контроля».
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§ 1. Системы линейных уравнений

П.2.1.1. Количество решений системы двух линейных уравнений  
с двумя переменными

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение находить количество решения систем двух линейных 
уравнений с двумя переменными с ненулевыми коэффициентами при перемен-
ных;

2) сформировать представление о способе нахождения количества решений 
системы, содержащей нулевые коэффициенты при переменных;

3) повторить и закрепить: способ перевода периодической десятичной дроби 
в обыкновенную; способ нахождения НОК чисел, преобразование выражений, 
содержащих степени с использованием свойств степеней с одинаковыми осно-
ваниями.

Для самостоятельного открытия способа находить количество решения систем 
двух линейных уравнений с двумя переменными рекомендуется использовать си-
стему  заданий № 128 – 130.  

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.

№128 
Учащиеся могут предложить следующий вариант группировки. Прямые мож-

но разбить на две группы: в первой группе будут прямые, параллельные b, а вто-
рой – прямые, пересекающиеся с прямой b. При этом интересно будет обсудить 
вопрос о том, в какую же группу попадет сама прямая b (если использовать факт, 
что прямая параллельна сама себе, то прямая b попадает в первую группу, если нет, 
то этот способ разбиения признается неверным и для прямой b выделяется отдельная 
третья группа «прямая b и совпадающие с ней прямые»).

Эти прямые можно разбить и другим способом – на три группы. В первую 
войдут прямые b, c и d, во вторую – прямая a, в третью – прямая e. При этом ос-
нование для группировки будет следующее: любые две прямые, принадлежащие 
разным группам должны пересекаться, а прямые одной группы – нет.

Важно, чтобы учащиеся понимали, что прямая е имеет общие точки не только 
с прямой а, что изображено на рисунке явно, но и со всеми остальными прямыми 
этого рисунка. 

Отвечая на вопрос о количестве общих точек двух прямых на плоскости, уча-
щиеся вспоминают следующий факт. Две прямые на плоскости могут либо не иметь 
общих точек (прямые параллельны), либо иметь ровно одну общую точку (прямые 
пересекаются), либо иметь бесконечно много общих точек (прямые совпадают).

№129 
Учащиеся вспоминают, что графики линейных функций y = ax + b с различны-

ми коэффициентами при x пересекаются ровно в одной точке. А графики линей-
ных функций y = ax + b с одинаковыми коэффициентами при x либо параллельны 
(если у них различные свободные члены), либо совпадают (если у них свободные 
члены тоже равны). 

Поэтому решение должно быть следующим.
а) k = 2.  
б) k = 2,  b = 3.  
в) k  может быть любым числом, кроме (–7).

№131 

а) Так как 
4

2

6

3

2

1
=
−
−

≠
−

, то система не имеет решений.
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б) Так как 
2

3

3

2
≠
−

, то система имеет единственное решение.

в) Так как 
2

2

3

3

0 5
1

2
−

=
−

=
−

,
, то система имеет бесконечное множество решений.

г) Так как 
5

1

10

5
≠
−
−

, то система имеет единственное решение.

д) Так как 
3

4

0 75

1

7

1
= ≠

,
, то система не имеет решений.

е) Так как 
1

1

8

8

1

1−
=
−

=
−

, то система имеет бесконечное множество решений.

№132  
а) Если a = 0, то нулевые коэффициенты будут в разных уравнениях при раз-

личных переменных, поэтому система будет иметь единственное решение.

Если a ≠ 0 и 
a

a1

1
= , то система либо будет иметь бесконечно много решений, 

либо не будет иметь решений. Отсюда a2 1=  и либо a =1 , либо a = −1.

Если a =1 , то 
1

1

1

1

1

1
= =  и система будет иметь бесконечно много решений.

Если a = −1, то 
−

=
−

≠
1

1

1

1

1

1
 и система не будет иметь решений.

б) Если a = 0 , то первое уравнение превратится в тождество 0 = 0, а второе –  
в x = 2 (y при этом может быть любым), то есть система будет иметь бесконечно 
много решений.

Если a ≠ 0 и 
a a

a1
= , то система либо будет иметь бесконечно много решений, 

либо не будет иметь решений. Отсюда a a2 =  и a =1  (так как a ≠ 0).

Если a =1 , то 
1

1

1

1

1

2
= ≠ , и система не будет иметь решений.

в) Если a = 0 , то при любом b первое уравнение превратится в тождество 0 = 0, 
а второе в –y = 0 (x при этом может быть любым), то есть система будет иметь бес-
конечно много решений.

Если a ≠ 0 и 
a

a

a

2 1
=
−
−

, то система либо будет иметь бесконечно много решений, 

либо не будет иметь решений. Отсюда − = −a a2 2  и a =
1

2
 (так как a ≠ 0).

При a =
1

2
 нам нужно исследовать равенство 

1

2
1

1

2
1

2
1

2

=
−

−
=

b

.

Это равенство верно только при b =
1

2
. Значит, при a =

1

2
,  b =

1

2
 система будет 

иметь бесконечно много решений.

Если же a b= ≠
1

2

1

2
, , равенство неверно и система не будет иметь решений.

Ответ:
а) a = –1 – нет решений, a = 1 – бесконечно много решений; 
б) a = 1 – нет решений, a = 0 – бесконечно много решений; 

в) a b= ≠
1

2

1

2
,  – нет решений, a = 0 – бесконечно много решений, a b= =

1

2

1

2
,  

– бесконечно много решений. 
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Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания на темы, ко-
торые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выяв-
ленных у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№140*
Предположим противное. Пусть уравнение 

прямой l
1
 (см. рис.) имеет вид y = bx + c. У этой 

прямой самый большой угловой коэффициент, 
в частности b > c. Но прямая l

1
 пересекает ось 

ординат в точке с ординатой c,  прямая l
2
 – в 

точке с ординатой b,  причем из рисунка видно, 
что c > b.  Полученные неравенства противо-
речат друг другу, следовательно, таких  чисел a, 
b и c не существует. 

Ответ: не существуют.

№141* 
Если система из трех линейных уравнений имеет единственное решение, то 

система, составленная из любых двух из этих трех уравнений будет иметь либо 
одно, либо бесконечно много решений. 

а) Заметим, что система из первых двух уравнений будет иметь единственное 

решение x =
11

5
, y =

1

5
. Чтобы исходная система имела единственное решение не-

обходимо и достаточно, чтобы указанное решение было решением третьего урав-

нения, т. е. 
11

5
4

1

5
3+ ⋅ = = a .

б) Заметим, что система из первых двух уравнений будет иметь единственное 
решение (1; 0), если a ≠ 2. В этом случае, чтобы исходная система имела един-
ственное решение (аналогично п. (а)), необходимо и достаточно, чтобы b = 2 .

Аналогично, система из второго и третьего уравнений будет иметь единствен-
ное решение (0; 0,5), если b ≠ 2. В этом случае, чтобы исходная система имела един-
ственное решение (аналогично п. (а)), необходимо и достаточно, чтобы a = 2 .

Пусть система из первых двух уравнений имеет бесконечно много решений (это будет 
при a = 2 ). В этом случае, чтобы исходная система имела единственное, необходимо и 
достаточно, чтобы b ≠ 2 (иначе система будет иметь бесконечно много решений).

Аналогично, если система из второго и третьего уравнений имеет бесконечно 
много решений, то b = 2  и a ≠ 2.

в) Рассмотрим два случая: a b=  и a ≠ b.
Пусть a b= .
Заметим, что если числа x и y будут решениями третьего уравнения, то они 

также будут и решениями первого уравнения (так как первое уравнение получает-
ся из третьего умножением на a). Таким образом, исходная система имеет един-
ственное решение тогда и только тогда, когда единственное решение имеет систе-

ма, составленная из второго и третьего уравнений. А это будет, когда 
a −

≠
2

1

1

1
, то 

есть а ≠ 3. При таких a решением системы будет x
a

=
−
2

3
, y

a

a
=

−
−

5

3
.

Пусть a ≠ b. Тогда система из первого и третьего уравнения будет иметь един-
ственное решение (1; 0). Но тогда это решение должно быть решением второго 
уравнения, откуда а  = 5 .

Ответ:

а) a = 3: 
11

5

1

5
;







 ; 
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б) a = 2, b ≠ 2: 0
1

2
;







 , a ≠ 2, b = 2: (1; 0). 

в) a = b ≠ 3: 
2

3

5

3a

a

a−
−
−







; , а = 5, a ≠ b: (1; 0). 

П. 2.1.2. Математические модели задач и системы линейных уравнений  
с двумя переменными

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение решать текстовые задачи с помощью систем линей-
ных уравнений с двумя переменными;

2) повторить известный алгоритм решения текстовых задач методом модели-
рования; повторить понятие составного числа; повторить понятие модуля и за-
крепить умение применять его для вычислений и решения уравнений; повторить 
алгоритм решения уравнений с модулями путем выделения промежутков.

В этом пункте учащиеся применяют известные им шаги алгоритма решения тек-
стовых задач методом моделирования для решения задач, сводящихся к решению си-
стемы двух линейных уравнений с двумя переменными. Они уже знают, что при необ-
ходимости две неизвестные величины обозначаются двумя переменными. Они уточня-
ют для себя, что в этом случае на этапе построения математической модели ими может 
быть получена система линейных уравнений с двумя переменными, решать которую 
они уже научились. Для того чтобы учащиеся самостоятельно сделали вывод о том, что 
известный им алгоритм не меняется, рекомендуется использовать № 142. 

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.

№146
На лужайке росли 35 одуванчиков, некоторые из которых были белыми, а 

остальные – еще желтыми. После того как 8 белых одуванчиков облетели, а 2 жел-
тых – побелели, желтых одуванчиков стало вдвое больше, чем белых. Сколько бе-
лых и сколько желтых одуванчиков росло на лужайке вначале?

Решение.
Пусть х – количество белых одуванчиков, а у – количество желтых. Количе-

ство может выражаться только положительным числом, то есть х > 0 и у > 0.
Вначале их общее количество составляло 35 одуванчиков.
(х – 8 + 2) – столько белых одуванчиков стало, после того как 8 из них облете-

ли и появилось 2 белых;
(у – 2) – столько желтых одуванчиков стало, после того как 2 из них побелели.
По условию желтых одуванчиков стало вдвое больше, чем белых.
Составим математическую модель задачи:
x y

y x

x

y

x y

+ =
− = − +
>
>











→ − −

35

2 2 8 2

0

0

( )
?, ?

Решим систему уравнений:
x y

y x

+ =
− = − +





35

2 2 8 2( )
 ⇔ 

x y

y x

+ =
− = −





35

2 2 12
 ⇔ 

x y

y x

+ =
= −





35

2 10
 ⇔ 

x

y x

+ − =
= −





2 10 35

2 10
 ⇔ 

x

y

=
=





15

20
.

Соотнесем полученное решение с остальными соотношениями полученной 
модели: 15 > 0 и 20 > 0. Значит, на лужайке вначале росло 15 белых одуванчиков и 
20 желтых.

Ответ: 15 белых и 20 желтых.
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№ 150 
Из двух пунктов, расстояние между которыми 90 км, должны выехать навстре-

чу друг другу два велосипедиста. Если второй велосипедист выедет на 1,5 часа поз-
же первого, то он встретит первого велосипедиста через 3 часа после начала своего 
движения. Если второй велосипедист выедет на 1 час раньше первого, то он встре-
тит первого через 4 часа. С какой скоростью двигался каждый из них?

Решение.
Пусть х км/ч – скорость второго велосипедиста, а у км/ч – скорость перво-

го. Скорость движения может выражаться только положительным числом, то есть 
х > 0 и у > 0.

В первой ситуации второй велосипедист до встречи проехал (3х) км, а пер- 
вый – (4,5у) км.

Во второй ситуации второй велосипедист до встречи проехал (4х) км, а пер-
вый – (3у) км.

По условию расстояние между двумя пунктами 90 км.
Составим математическую модель задачи:

3 4 5 90

4 3 90

0

0

x y

x y

x

y

+ =
+ =
>
>











,

     º х – ?, у – ?

Решим систему уравнений:
3 4 5 90

4 3 90

x y

x y

+ =
+ =





,
 ⇔ 

x y

x y

− =
+ =





1 5 0

4 3 90

,
 ⇔  

x y

y y

=
⋅ + =





1 5

4 1 5 3 90

,

,
 ⇔ 

x

y

=
=





15

10
.

Соотнесем полученное решение с остальными соотношениями полученной 
модели: 15 > 0 и 10 > 0. Значит, скорость первого велосипедиста была 10 км/ч, а 
второго – 15 км/ч.

Ответ: 10 км/ч и 15 км/ч.

Из раздела для повторения укажем примеры решения и ответы к заданиям, 
выполнение которых рекомендуется. Учитель может выбрать и другие задания на 
темы, которые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от 
выявленных у учащихся затруднений.

№153–55 направлены на подготовку к изучению следующей темы «Системы 
двух линейных уравнений с модулями». 

Рассмотрим решение уравнений с модулями из №155
Решение.
в) 2 4 2x x+ = +
Удобно применить алгоритм решения уравнения вида ax b cx d+ = +   

(7 класс).
1. Найти корни уравнения 2х + 4 = х + 2 ⇔ х = –2.
2. Найти корни уравнения 2х + 4 = –(х + 2) ⇔ 2х + 4 = – х – 2 ⇔ х = –2.
3. В ответ записать множество найденных корней.
Ответ: –2.
д) x x+ + − =4 3 4
Применим алгоритм решения уравнения с модулями:
1. Под знаком модуля находятся выражения: х + 4 и х – 3.
2. Найдем корни уравнений:
х + 4 = 0                             х – 3 = 0
х = –4                                 х = 3.
3. Отметим найденные корни уравнений на «упрощенной» модели числовой 

прямой и определим непересекающиеся числовые промежутки, на которые дан-
ные числа разбивают числовую прямую.
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Числовые
промежутки

4. Проверим, что объединение найденных числовых промежутков составляет 
всю числовую прямую:   (–∞; –4)∪[–4; 3)∪[3; +∞) = (–∞; +∞).

5. Установим для каждого из числовых промежутков, чему равно значение 
каждого модуля, используя определение модуля:

x
x x

x x
+ =

+ −
− − < −





4
4 4

4 4

,

,

   

  
lесли

если                 x
x x

x x
− =

−
−





3
3 3

3 3

,

,

  

 < 

lесли
если

Полученные результаты запишем в таблице.

                     Промежутки 

Выражения
(–∞; –4) [–4; 3) [3; +∞)

Óх + 4Ó – х – 4 х + 4 х + 4

Óх – 3Ó 3 – х 3 – х х – 3

6–7. Для каждого числового промежутка запишем и решим исходное уравне-
ние без знаков модуля. Каждый из полученных корней проверяем на принадлеж-
ность рассматриваемому числовому промежутку.

1) х∈(–∞; –4)	 2) х∈[–4; 3)	 3) х∈[3; +∞)
    (– х – 4) + (3 – х) = 4	     (х + 4) + (3 – х) = 4	     (х + 4) + (х – 3) = 4
    – х – 4 + 3 – х = 4	     х + 4 + 3 – х = 4	     х + 4 + х – 3 = 4
    –2х – 1 = 4	     0 ∙ х = –3	     2х = 3
    –2х = 5	     Нет корней.	     х = 1,5
    х = –2,5		      1,5 ∉ [3; +∞)
    –2,5 ∉ (–∞; –4). Нет корней.
Ответ: нет решений.
Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№ 161* 
Пусть x руб. – общая стоимость конфет первого сорта. Тогда общая стоимость 

всех конфет 2x руб.  При этом конфет первого сорта у продавщицы было 
x

300
 кг, а 

второго –  
x

200
 кг. То есть всего у нее 

x x

300 200
+  кг конфет, которые нужно продать 

за 2x руб.  Тогда цена смеси должна составить  
2

300 200

240
x

x x
+

=  руб. 

Ответ: 240 руб.

№ 162* 
Пусть стоимость сандвича x центов, чашки кофе – y центов, пончика – z цен-

тов. Тогда получим систему: 
4 10 169

3 7 126

x y z

x y z

+ + =
+ + =





.

Домножим первое уравнение на 2, а второе на 3, и вычтем полученные уравне-
ния одно из другого. Получим уравнение x y z+ + = 40 . Это и будет означать, что 
сандвич, чашка кофе и пончик стоит 40 центов.

Ответ: 40 центов.
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П. 2.1.3. Системы двух линейных уравнений  
с модулями

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение решать системы двух линейных уравнений с двумя 
переменными с модулем;

2) повторить понятие кратного и закрепить умение находить НОК чисел,  
повторить и закрепить способ решения линейного неравенства с одной перемен-
ной, повторить понятие пересечения и объединения множеств.

Для самостоятельного открытия алгоритма решения систем двух линейных урав-
нений с двумя переменными с модулем рекомендуется использовать № 163 – 164. 
При решении уравнения, предложенного в №163, учащиеся актуализируют спо-
соб «раскрытия» модуля, который ляжет в основу составления нового алгоритма  
(№ 164). 

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта:

№165

б) 
2 3 1

4 6 5

x y

x y

+ =

+ = −






.

По определению модуля числа:

y
y y

y y
=

−




,

,

  

 < 

l 0

0

если
если .

Значит, раскрывая модуль, рассмотрим два случая.
1 случай
Если у l 0, то система уравнений имеет вид:

2 3 1 2

4 6 5

x y

x y

+ = ⋅
+ = −





 ⇔ 
4 6 2

4 6 5

x y

x y

+ =
+ = −





 ⇔ нет решений, так как 
4

4

6

6

2

5
= ≠

−
2 случай
Если у < 0, то система уравнений имеет вид:

2 3 1 2

4 6 5

x y

x y

− = ⋅
+ = −





 ⇔ 
4 6 2

4 6 5

x y

x y

− =
+ = −





 ⊕  ⇔ 
8 3

2 3 1

x

x y

= −
− =





 ⇔ 
x

y

= −

= −










3

8
7

12

.

Значение у удовлетворяет условию у < 0.
Обобщая два случая, получаем, что при у ≥ 0 система уравнений не имеет ре-

шений, а при у < 0 имеет решение − −







3

8

7

12
; .

Ответ: − −







3

8

7

12
; .

г) 
2 3 1

3 2 4

x y

x y

+ =

− =





 .
По определению модуля числа:

x y
x y x y

x y x y
+ =

+ +
− − +





3
3 3 0

3 3 0

,

,

  

 < 

lесли
если .

Значит, раскрывая модуль, рассмотрим два случая.

1 случай

2 3 1

3 2 4

( )x y

x y

+ =
− =





 ⇔ 
2 6 1

3 2 4 3

x y

x y

+ =
− = ⋅





 ⇔ 
2 6 1

9 6 12

x y

x y

+ =
− =





 ⊕  ⇔
11 13

2 6 1

x

x y

=
+ =





⇔
x

y

=

= −










13

11
5

22

.
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Проверим условие х +3у l 0: 
13

11
3

5

22
1

2

11

15

22

26

22

15

22

11

22

1

2
0+ ⋅ −






 = − = − = = l  – 

верно.
Иначе это можно обосновать следующим образом.
Условие х +3у ≥ 0 верно, так как мы рассматривали случай 2(х + 3у) = 1 ⇔ x + 

+ 3y = 0,5.
2 случай

2 3 1

3 2 4

− −( ) =
− =





x y

x y
 ⇔ 

− − =

− = ⋅ −( )






2 6 1

3 2 4 3

x y

x y
 ⇔ 

− − =
− + = −




2 6 1

9 6 12

x y

x y
 ⊕  ⇔ 

− =
− − =




11 11

2 6 1

x

x y
 ⇔

⇔ 
x

y

=
= −





1

0 5,
.

Проверим условие х +3у < 0: 1 +3 ∙ (–0,5) = –0,5 < 0 – верно.
Иначе это можно обосновать следующим образом.
Условие х +3у < 0 верно, так как мы рассматривали случай 2(–х – 3у) = 1 ⇔  

⇔ x + 3y = –0,5.

Ответ: 
13

11

5

22
;−






 ; (1; –0,5).

№166

в) 
4 6 2

2 3 4

x y

x y

+ =

+ =





 

Применяя определение модуля числа, получаем четыре случая решения 
данной системы уравнений: 1) х l 0, у l 0;   2) х l 0, у < 0;   3) х < 0, у < 0;    
4) х < 0, у l 0.

1 случай
4 6 2

2 3 4

x y

x y

+ =
+ =





 ⇔ нет решений, так как 
4

2

6

3

2

4
= ≠ .

2 случай
4 6 2 2

2 3 4

x y

x y

+ =

− =







:
 ⇔ 

2 3 1

2 3 4

x y

x y

+ =
− =





 ⊕  ⇔ 
4 5

2 3 1

x

x y

=
+ =





 ⇔ 
x

y

=
= −





1 25

0 5

,

,
.

Проверим условие х l 0, у < 0: 1,25 l 0 и –0,5 < 0 – верно.
3 случай

4 6 2 2

2 3 4

x y

x y

+ =

− − =







:
 ⇔ 

2 3 1

2 3 4

x y

x y

+ =
− − =




 ⇔ нет решений, так как 
2

2

3

3

1

4−
=
−

≠ .

4 случай

4 6 2 2

2 3 4

x y

x y

+ =

− + =







:
 ⇔ 

2 3 1

2 3 4

x y

x y

+ =
− + =




 ⊕  ⇔ 
6 5

2 3 1

y

x y

=
+ =





 ⇔ 
y

x

=

= −







5

6
0 75,

Проверим условие х < 0, у l 0: –0,75 < 0 и 
5

6
 l 0 – верно.

Ответ: (1,25; –0,5); −





0 75

5

6
, ; .

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить задания №171–172, 
так как они готовят учащихся к изучению темы «Системы и совокупности 
линейных неравенств». В №172 предлагается образец оформления решения. 
Учитель может выбрать и другие задания на темы, которые целесообразно  
повторить с конкретным классом, в зависимости от выявленных у учащихся 
затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
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№176* 
а) Рассмотрим два случая.
1 случай. x −1 0 l , то есть x l 1 .

Получим систему: 
2 3 8

3 5

x y

x y

+ =
− = −





. Ее решение (1; 2) удовлетворяет условию  x l 1

. То есть в первом случае решением будет (1; 2)
2 случай. x − <1 0 , то есть x <1 .

Получим систему: 
− + =
− = −





2 3 4

3 5

x y

x y
. Ее решение (1; 2) не удовлетворяет условию  

x <1 . То есть во втором случае решений нет.
б) Требуется рассмотреть четыре случая:
1) x y+ −1 0 3 0  l l , . В этом случае решений, удовлетворяющих условию, нет.
2) x y+ − <1 0 3 0 l , . В этом случае получим решение (1; 1).
3) x y+ < −1 0 3 0,  l . В этом случае решений, удовлетворяющих условию, нет.
4) x y+ < − <1 0 3 0, . В этом случае решений, удовлетворяющих условию, нет.
в) Заметим, что если a > 0 , то | |t a t a= ⇔ = ± .
Таким образом, каждое из подмодульных выражений может принимать два 

значения, и мы имеем четыре случая.

1) 
2 3 3 2

3 2 2 1

x y

x y

+ + =
+ − =





. Решая систему, получим 
11

5

9

5
;−






 . Заметим, что никаких 

дополнительных условий проверять не нужно и 
11

5

9

5
;−






  – решение исходной си-

стемы.

2) 
2 3 3 2

3 2 2 1

x y

x y

+ + = −
+ − =





. В этом случае получим решение 
19

5

21

5
;−






 .

3) 
2 3 3 2

3 2 2 1

x y

x y

+ + =
+ − = −





. В этом случае получим решение (1; –1).

4) 
2 3 3 2

3 2 2 1

x y

x y

+ + = −
+ − = −





. В этом случае получим решение 
13

5

17

5
;−






 .

г) Требуется рассмотреть четыре случая.
1) x y− +2 0 1 0  l l , . В этом случае решений, удовлетворяющих условию, нет.

2) x y− + <2 0 1 0 l , . В этом случае получим решение 
16

3

31

9
;−






 .

3) x y− < +2 0 1 0,  l . В этом случае получим решение −







5

3

11

9
; .

4) x y− < + <2 0 1 0, . В этом случае решений, удовлетворяющих условию, нет.

Ответ: а) (1; 2); б) (1; 1); в) 
11

5

9

5
;−






 ; 

19

5

21

5
;−






 ;(1,–1); 

13

5

17

5
;−






 ; г) 

16

3

31

9
;−






 ; 

−







5

3

11

9
; .

№177* 
Заметим, что из каждого бревна получается на 1 чурбачок больше, чем рас-

пилов. Так как чурбачков на 6 больше, чем распилов, то зайцы распилили 6 бре-
вен.

Ответ: 6 брёвен.

№178* 
Пусть прошло x лет. Тогда 27 3 3+ = +x x( ) , откуда x = 9. Значит, сейчас отцу 36 

лет, а сыну 12 лет.
Ответ: сыну – 12 лет, отцу – 36 лет.  
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П. 2.1.4. Системы линейных уравнений с тремя и более переменными*

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение решать системы с тремя переменными;
2) сформировать представление о решении систем из k линейных уравнений 

с n переменными;
3) закрепить умение применять свойства степени для упрощения числовых 

выражений; закрепить умение проводить равносильные преобразования целых 
алгебраических выражений.

Для самостоятельного открытия алгоритма решения системы с тремя пере-
менными рекомендуется использовать № 179. Предложенная система позволяет 
выявить возможность использования способа подстановки и способа алгебраи-
ческого сложения для сведения системы с тремя переменными к уже известному 
случаю – системе из двух уравнений с двумя переменными. 

При решении системы учащиеся могут комбинировать известные им способы.
Сначала сложить первые два уравнения. Получится 3 3 9x y+ = , то есть 

y x= −3 . 
Затем сложить первое и третье уравнения. Получится 3 3 9x z+ = , то есть 

z x= −3 . Подставить выражения для y и z в первое уравнение. Получится 
x x x+ − + − =2 3 2 3 9( ) ( ) , откуда − = −3 3x  или x = 1. Значит, y = 2, z = 2. 

Ответ к системе будет иметь вид: (1; 2; 2).
После выполнения этого задания рекомендуется разобрать по тексту учебника 

решение примеров 1 и 2, в которых система не имеет решения и имеет бесконечно 
много решений. После чего следует обобщить случаи решения системы трех уравне-
ний с тремя переменными для систем из n линейных уравнений с n переменными.

В более подготовленных классах рекомендуется разобрать вопрос решения 
систем из k линейных уравнений с n переменными при k < n.

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.

№180 
а) Решим систему способом подстановки. Выразим x из первого уравнения:  

x = –2y – 3z – 4. Подставим полученное выражение во второе и третье уравнения:
x y z

y z y z

y z y z

= − − −
− − − + + =

− − − + + =









2 3 4

2 2 3 4 3 4 1

2 3 4 5

( ) ⇔

x y z

y z

y z

= − − −
− − =
− − =









2 3 4

2 9

2 9

⇔
x y z

y z

= − − −
− − =




2 3 4

2 9
.

Выразим из второго уравнения y: y z= − −2 9 , и подставим в первое уравнение. 
x z z

y z

= − − − − −
= − −





2 2 9 3 4

2 9

( )
⇔

x z

y z

= +
= − −





14

2 9
. 

Таким образом, система имеет бесконечно много решений (z+14; –2z–9; z), 
где z – любое число.

Заметим, что ответ в задаче можно записать по другому. Например, выразить 
все переменные через x. Тогда ответ будет выглядеть так: (x; 19–2x; x–14), где x – 
любое число.

б) Решим систему способом алгебраического сложения. Умножим первое 
уравнение на 2, а второе уравнение на 5, и вычтем из первого уравнения второе.

− + − =
− + − =
− − + =









3 10 10 1

7 4 4 1

2 3 3 1

x y z

x y z

x y z

⇔

− + − =
− + − =
− − + =









6 20 20 2

35 20 20 5

2 3 3 1

x y z

x y z

x y z

⇔

29 3

35 20 20 5

2 3 3 1

x

x y z

x y z

= −
− + − =
− − + =









⇔ 

       ⇔ 

29 3

7 4 4 1

2 3 3 1

x

x y z

x y z

= −
− + − =
− − + =









.
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Теперь умножим второе уравнение на 3, а третье уравнение на 4, и прибавим 
ко второму уравнению третье.

29 3

7 4 4 1

2 3 3 1

x

x y z

x y z

= −
− + − =
− − + =









 ⇔ 

29 3

21 12 12 3

8 12 12 4

x

x y z

x y z

= −
− + − =
− − + =









 ⇔ 

29 3

29 7

8 12 12 4

x

x

x y z

= −
− =
− − + =









 ⇔ 

⇔ 

29 3

29 7

2 3 3 1

x

x

x y z

= −
− =
− − + =









.

Теперь, сложив первые два уравнения, мы получим равенство: 0=4. Поэтому 
система не имеет решений.

в) Вычтем из первого уравнения второе, умноженное на 2.
x y z

x y z

+ − =
+ − =





2 3 1

2 1
 ⇔ 

− − = −
+ − =





3 1

2 1

x z

x y z
Выразим z из первого уравнения  и подставим во второе.
z x

x y z

= −
+ − =





1 3

2 1
 ⇔ 

z x

x y x

= −
+ − − =





1 3

2 1 3 1( )
 ⇔ 

z x

x y

= −
+ =





1 3

5 2
 ⇔ 

z x

y x

= −
= −





1 3

2 5
.

Таким образом, система имеет бесконечно много решений (x; 2 – 5x; 1 – 3x), 
где x – любое число.

Ответ: а) система имеет бесконечно много решений: (z + 14; –2z – 9; z); б) нет 
решений; в) система имеет бесконечно много решений: (x; 2 – 5x; 1 – 3x).  

№181 
а) Вычтем из первого уравнения второе.

2 2 1

2 2 0

2 2

x y z

x y z

x y z a

+ − =
− + =

− + + =









 ⇔ 

3 3 1

2 2 0

2 2

y z

x y z

x y z a

− =
− + =

− + + =









.

Теперь вычтем из второго уравнения третье.
3 3 1

2 2 0

2 2

y z

x y z

x y z a

− =
− + =

− + + =









 ⇔ 

3 3 1

3 3

2 2

y z

x y a

x y z a

− =
− = −

− + + =









.

Выразим из первого уравнения z и из второго уравнения x. Подставим полу-
ченные выражения в третье уравнение. 

3 3 1

3 3

2 2

y z

x y a

x y z a

− =
− = −

− + + =









 ⇔ 

z
y

x
y a

x y z a

=
−

=
−

− + + =















3 1

3
3

3
2 2

 ⇔ 

z
y

x
y a

y a
y

y
a

=
−

=
−

−
−

+ + ⋅
−

=















3 1

3
3

3
3

3
2 2

3 1

3

 ⇔ 

z
y

x
y a

y a

=
−

=
−

= +















3 1

3
3

3
9 2 2

.

То есть . Откуда x
a

=
−2

9
, z

a
=

−2 1

9
. 

б) Вычтем из первого уравнения второе.
x y z

x y z

x y z a

− + =
− + =
− + =









2 3 2

3 2 2  ⇔ 

− + =
− + =
− + =









2 2 0

3 2 2

x z

x y z

x y z a

 ⇔ 

z x

x y z

x y z a

=
− + =
− + =









3 2 2 .

Подставим найденное выражение для x во второе и третье уравнения.
z x

x y z

x y z a

=
− + =
− + =









3 2 2  ⇔ 

z x

x y x

x y x a

=
− + =
− + =









3 2 2  ⇔ 

z x

x y

x y a

=
− =
− =









4 2 2

2

 ⇔ 

z x

x y

x y a

=
− =
− =









2 1

2

.
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Вычтем из третьего уравнения второе:
z x

x y

x y a

=
− =
− =









2 1

2

⇔

z x

x y

a

=
− =
= −









2 1

0 1

.

Если a ≠ 1, то система не имеет решений.

Если a = 1, то система будет эквивалентна 
z x

x y

=
− =



2 1

⇔
z x

y x

=
= −



 2 1

.

В этом случае система имеет бесконечно много решений (x; 2x – 1; x), где  
x – любое число.

Ответ: а) 
2

9

2 2

9

2 1

9

− + −







a a a
; ; ; б) при a = 1– бесконечно много решений:  

(x; 2x – 1; x), при a ≠ 1 решений нет.
Из раздела для повторения рекомендуется выполнить № 182, причем исполь-

зовать арифметический способ решения. Учитель может выбрать и другие задания 
на темы, которые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости 
от выявленных у учащихся затруднений.

№ 182
При решении рекомендуется использовать синтетический способ решения 

(при решении задачи рассуждения проводятся от данных, указанных в задаче, к 
вопросу).

1) 45 + 70 = 115 (лет) – общее число лет отца, деда и удвоенного возраста маль-
чика

2) 115 – 105 = 10 (лет) – возраст мальчика
3) 45 – 10 = 35 (лет) – возраст отца
4) 70 – 10 = 60 (лет) – возраст деда
Ответ: отцу 35 лет, сыну 10 лет, деду 60 лет. 
Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№189*
Заметим, что 11 11 1100 00 1100 00 1100 00

2013 2011 2009

... ... ... ...��� ��� ���= + +
22007

11000 110 1��� …+ + + + . 

Все слагаемые, кроме последнего, делятся на 11. Значит,  11 11 11 1
2013

...��� = +k , то 

есть остаток равен 1.
Ответ: 1.

№190*
Заметим, что среди сомножителей есть скобка 1   10200 0−( ) = . Значит, и все 

произведение равно 0.
Ответ: 0.

№191*
Перенесем все переменные в одну сторону.
mn m n− − − =4 5 9 0
Заметим, что mn m n m n− − = − − −4 5 5 4 20( )( ) .
Значит, mn m n m n− − − = − − − =4 5 9 5 4 29 0( )( ) , то есть ( )( )m n− − =5 4 29 . 
29 – простое число. В произведение двух целых чисел его можно разложить 

четырьмя способами: 
29 29 1 1 29 29 1 1 29= ⋅ = ⋅ = − ⋅ − = − ⋅ −( ) ( ) ( ) ( ) .

1) 
m

n

− =
− =





5 29

4 1
. Получим 

m

n

=
=





34

5

2)  
m

n

− =
− =





5 1

4 29
. Получим 

m

n

=
=





6

33
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3) 
m

n

− = −
− = −





5 29

4 1
. Получим 

m

n

= −
=





24

3

4) 
m

n

− = −
− = −





5 1

4 29
. Получим 

m

n

=
= −





4

25
Ответ: m n= =34 5, ; m n= =6 33, ; m n= − =24 3, ; m n= = −4 25, .

№192* 
Воспользуемся свойством: НОД (a; b) = НОД (a – b; b) при a b> .
НОД ( 7 12011 − ; 7 11993 − ) = НОД ( 7 72011 1993− ; 7 11993 − ) = НОД ( 7 7 11993 18( )− ; 7 11993 − ) 
Числа 7 11993 −  и 7 взаимно простые, поэтому НОД ( 7 7 11993 18( )− ; 7 11993 − ) =  

НОД ( 7 118 − ; 7 11993 − ). 
То есть мы показали, что НОД ( 7 12011 − ; 7 11993 − ) = НОД ( 7 12011 1993− − ; 7 11993 − )= 

= НОД ( 7 118 − ; 7 11993 − ).
Аналогично можно показать, что НОД ( 7 1m − ; 7 1n − ) = НОД ( 7 1m n− − ; 7 1n − ) 

при m n> .
Значит, НОД ( 7 118 − ; 7 11993 − )=НОД ( 7 118 − ; 7 11993 18− − ) = … = НОД ( 7 118 − ;

7 11993 18 110− ⋅ − ) = НОД ( 7 118 − ; 7 113 − ) =  НОД ( 7 118 − ; 7 113 − ) =  НОД ( 7 15 − ; 7 113 − ) =  
= НОД ( 7 15 − ; 7 18 − ) =  НОД ( 7 15 − ; 7 13 − ) =  НОД ( 7 12 − ; 7 13 − ) =  НОД ( 7 12 − ;
7 1− ) =  6.

Ответ: 6.

§2. Системы и совокупности линейных неравенств
П 2.2.1. Системы и совокупности линейных неравенств с одной переменной

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие системы и совокупности линейных неравенств с од-
ной переменной;

2) сформировать умение решать системы и совокупности линейных нера-
венств с одной переменной;

3) повторить понятие углового коэффициента линейной функции и значение 
его знака для расположения графика; закрепить умение находить НОД и НОК 
трех чисел и преобразовывать алгебраические выражения. 

Задания № 193–194 готовят учащихся к введению понятия системы и сово-
купности неравенств. Для самостоятельного открытия этих понятий рекомендуется 
использовать № 195. Для самостоятельного открытия алгоритма решения систе-
мы неравенств рекомендуется использовать №196. Для самостоятельного откры-
тия алгоритма решения совокупности неравенств рекомендуется использовать 
№ 198. Учитель определяет, какое из этих новых знаний учащиеся будут открывать в 
ходе самостоятельной учебной деятельности. Например, урок можно организовать 
следующим образом: на этапе актуализации после выполнения учащимися № 194 
учитель вводит понятие системы и совокупности систем, в подводящем диалоге 
знакомит учащихся с алгоритмом решения систем линейных неравенств, после 
чего учащиеся закрепляют умение решать простейшие системы (№ 197). Тогда про-
блематизация разворачивается вокруг способа решения совокупности неравенств 
(№ 198) – учащиеся с опорой на понятие совокупности неравенств и по аналогии с 
уже известным им алгоритмом решения систем неравенств самостоятельно строят 
алгоритм решения совокупности линейных неравенств с одной переменной. 

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.
Решение систем и совокупностей линейных неравенств полезно сопрово-

ждать иллюстрацией решения на «упрощенной» модели числовой прямой. 
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Рассмотрим решение №200.

а)
3 5 1

2 3

2

5
2 5

x

x

x

x
x

−
− > −





⇔
<





⇔ ∈
    l l

[ ; ) .	 б) 
3 3 1

4 5

2

3
9

2

3

−
− <





⇔
<






⇔ ∈ −∞ 






x

x

x

x

x
    l m

; .

	

Ответ: x∈[2;5).	 Ответ: x∈ −∞ 




 ;

2

3
.

в) 
2 7 11

3 4 5

9

2
2

x

x

x

x
x

−
− > −





⇔
<





⇔ ∈ −∞( )
    m m

; .	 г) 
2 2 4

3 3 6

3

3

x

x

x

x
x

−
− >





⇔
>





⇔ ∉∅
    m m

.

	
Ответ:x ∈ (–×; 2).	 Ответ: x ∈ ∅.

Рассмотрим решение №201.

а) 
2 5 1

3 4 5

3

2
2 3

x

x

x

x
x

−
− > −




 ⇔

<



 ⇔ ∈ −∞( )∪ +∞

    l l
; [ ; ).

Ответ: x∈ −∞( )∪ +∞; [ ; )2 3 .

б) 
5 9 1

4 7 3

2

1
1

x

x

x

x
x

−
− < −




 ⇔

>



 ⇔ ∈ +∞( )

    l l
; .

Ответ: x ∈ (1; +×).

в) 
− −

− >



 ⇔

−
>




 ⇔ ∈ − +∞

3 5 2

2 3 11

1

7
1

x

x

x

x
x

    m l
[ ; ) .

Ответ: x ∈ [–1; +×).

г) 
2 12 10

3 18 15

11

11

x

x

x

x
x

−
− >




 ⇔

>



 ⇔ ∈ −∞ +∞( )

    m m
; .

Ответ: x ∈ (–×;+×)

Разберем решение №203 (г), рассмотрев два варианта решения «двойного не-
равенства»: с помощью перехода к системе и с помощью равносильных преобра-
зований неравенства.

1 способ.

1

2

2 3

4

5

8

2 3

4

1

2
2 3

4

5

8

2 3 2

4 6 5

0
<

−
< ⇔

−
>

−
<










⇔
− >
− <





⇔
<

> −
x

x

x

x

x

x

x
11

6

1

6
0






⇔ −






;

2 способ.

1

2

2 3

4

5

8
<

−
<

x
	 умножим три части неравенства на 8;

4 4 6 5< − <x 	 вычтем из каждой части 4;
0 6 1< − <x 	 разделим каждую часть на (–6)

− < <
1

6
0x

  

Ответ: х ∈ −







1

6
0; .
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Из раздела для повторения важно рассмотреть № 204 – 207 с целью подготовки 
к изучению следующих вопросов «Системы линейных неравенств с одной неиз-
вестной с модулями» и «Кусочно-заданные функции». 

При выполнении № 204 – №206 учащиеся работают с промежутками, где линей-
ная функция не меняет своего знака. Это готовит учащихся к введению аналитического 
способа решения систем линейных неравенств с одной переменной с модулями путем 
выделения числовых промежутков, на которых все выражения под знаком модуля не 
меняют своего знака. При выполнении №207 учащиеся вспоминают, что нужно вы-
делить такие промежутки, чтобы перейти к разветвленной форме записи функции и 
построить график кусочно-линейной функции. Выполнение этого задания готовит 
учащихся к введению графического способа решения систем неравенств с модулями.

№ 207
в) у = | 2х | – | 3х – 5 |
2х = 0	 3х – 5 = 0

х = 0	 х = 
5

3
.

y = | 2x | – | 3x – 5 | ⇔  y

x x

x x

x x

=

− +

− <

− >













5
5

3

5 5 0
5

3
5 0

,

,

,

  

  

l

m

если

если

если

 

При изучении общеобразовательной программы рекомендуется выполнить 
другое задание пропедевтического характера – № 224 следующего пункта, кото-
рое готовит учащихся к введению понятия графического решения неравенства с 
двумя переменными.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.

№ 220* 
3 1

0 5 1 3

4

4
4

x

x

x

x
x

− >
+




 ⇔

>
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 ⇔

2 0

    
  

, l l
l

5 11 4

0 25 3 1

3
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x
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−




 ⇔
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
 ⇔

,     
  

m m
m

Поэтому

3 1

0 5 1 3

5 11 4

0 25 3 1
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2 5 25
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
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

−
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


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,

l

m

l
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
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⇔

<











⇔ ∈

x

x

x

x

x

  

  

  

l
m
l

4

16

5

15

5 15[ ; )

Ответ: [5; 15). 

П. 2.2.2. Системы линейных неравенств с одной переменной  
с модулями*

Основные содержательные цели:
1) сформировать умение решать системы линейных неравенств с одной пере-

менной с модулями аналитическими и графическим способами;
2) повторить и закрепить способ решения текстовых задач на дроби; поня-

тие рационального числа, закрепить умение переводить периодическую дробь в 
обыкновенную.
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Следует учесть, что данный пункт изучается с опорой на алгоритм решения не-
равенств с модулем, изученный в 7 классе. Если по тем или иным причинам этот 
материал не изучался в 7 классе, то необходимо восполнить этот пробел перед из-
учением данного пункта, вернувшись к п. 6.2.2 седьмого класса. Для самостоятель-
ного открытия способов решения системы неравенств с модулями рекомендуется 
использовать № 222. Перед этим необходимо выполнить задание № 221, которое 
актуализирует способ решения неравенства с модулями. При решении неравенств 
учащиеся пользуются новыми понятиями системы и совокупности неравенств.

№221 
а) В отличие от 7 класса  при решении таких неравенств уже можно использо-

вать знак совокупности.

| |x − >1 0 ⇔ | |x >1 ⇔
x

x

>
< −






1

1
. Откуда x∈ −∞ − ∪ +∞( ; ) ( ; )1 1 .

б) В отличие от 7 класса при решении таких неравенств можно переходить не 
к двойному неравенству, а к системе.

| |2 3 4 0x − − < ⇔ | |2 3 4x − <  ⇔
2 3 4

2 3 4

x

x

− <
− > −





⇔
2 7

2 1

x

x

<
> −





. Откуда x∈ −







1

2

7

2
; .

в) При решении неравенства учащиеся используют алгоритм решения нера-
венств с модулями. Рассмотрим решение этого неравенства.

Найдем значения, при которых выражения стоящие под знаком модуля равны нулю:
х = 0;

3х – 1 = 0 ⇔ х = 
1

3
.

Выделим промежутки, на которые разбивается числовая прямая этими значе-
ниями: 

(– ∞; 0); [0; 
1

3
); [

1

3
; +∞).

Раскроем модули, на каждом из полученных промежутков.
1) При x < 0  неравенство примет вид 1 3 2 5− + >x x  ⇔ − >x 4 ⇔ x < −4 . Все та-

кие x удовлетворяют условию x < 0 .
То есть ответ в этом случае x < −4 .

2) При 0
1

3
  m x < , неравенство примет вид 1 3 2 5− − >x x  ⇔ − >5 4x ⇔ x < −

4

5
. 

Но такие x не удовлетворяют условию 0
1

3
  m x <  и значит в этом случае решений 

нет.

3) При x  l
1

3
неравенство примет вид 3 1 2 5x x− − >  ⇔ x > 6 .

Все такие x удовлетворяют условию x  l
1

3
, то есть ответ в этом случае x > 6 .

Объединяя полученные ответы, имеем x∈ −∞ − ∪ +∞( ; ) ( ; )4 6 .

Ответ: а) ( ; ) ( ; )−∞ − ∪ +∞1 1 ; б) −







1

2

7

2
; ; в) ( ; ) ( ; )−∞ − ∪ +∞4 6 .

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.

№223 
а) Разберем два случая.

1) x  l 0 . Тогда система примет вид  
x x

x

+
− <





  l 1

2 15 3
⇔

2 1

2 18

x

x

  l
<





⇔
x

x

  l
1

2
9<






. То есть 

x∈






1

2
9; . Весь промежуток удовлетворяет условию x  l 0 .
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2) x < 0 . Тогда система примет вид  
x x

x

−
− <





  l 1

2 15 3
⇔

0 1

2 18

  l
x <





⇔ x∈∅ .

Таким образом, получаем ответ x∈






1

2
9; .

б) Точки 0 и 1 разбивают числовую прямую на три промежутка, на каждом из 
которых модули | |x  и | |x −1  раскрываются однозначно. Рассмотрим три случая. 

1) x  l 1 . Тогда система примет вид  
2 1 3 5

2 5 1

x x

x

+ − +
− >





  l
⇔

3 3

2 6

x

x

  l
>





⇔
x

x

  l 1

3>




⇔  

⇔ x∈ +∞( ; )3 . Весь промежуток удовлетворяет условию x  l 1 .

2) 0 1  m x < . Тогда система примет вид  
2 1 3 5

2 5 1

x x

x

− − +
− >





( )   l
⇔

x

x

  l 1

3>




⇔ x∈ +∞( ; )3 . 

Но  0 1  m x < . Поэтому в этом случае решений нет.

3) x < 0 . Тогда система примет вид  
2 1 3 5

2 5 1

x x

x

− − +
− − >




( )   l
⇔

x

x

  l 1

3< −




⇔ x∈∅ . 

Таким образом, получаем ответ x∈ +∞( ; )3 .

в) Точки −
3

2
, 

1

2
 и 2 разбивают числовую прямую на четыре промежутка, на 

каждом из которых модули | |3 2x + , | |2 1x −  и | |x − 2  раскрываются однозначно. 
Рассмотрим четыре случая. 

1) x  l 2 . Тогда система примет вид  
( ) ( )

( )

3 2 2 1 7 5

2 2 3 5

x x x

x

+ + − −
− − >





  m
⇔

5 6 5

2 7 5

x x

x

−
− >





  m
⇔ 

⇔ 
−
>





6 0

6

  m
x

⇔ x∈ +∞( ; )6 . Весь промежуток удовлетворяет условию x  l 2 .

2) 
1

2
2  m x < . Тогда система примет вид  

( ) ( )

( )

3 2 2 1 7 5

2 2 3 5

x x x

x

+ + − −
− − − >




  m
⇔

−
− + >




6 0

2 1 5

  m
x

 ⇔ 

⇔
−
< −





6 0

2

  m
x

⇔ x∈ −∞ −( ; )2 . Но  
1

2
2  m x < . Поэтому в этом случае решений нет.

3) − <
3

2

1

2
  m x . Тогда система примет вид  

( ) ( )

( )

3 2 2 1 7 5

2 2 3 5

x x x

x

+ − − −
− − − >




  m
⇔  

⇔ 
x x

x

−
< −





4 5

2

  m
⇔

x

x

  l −
< −





1

2
⇔ x∈∅ . 

4) x < −
3

2
. Тогда система примет вид  

− + − − −
− − − >




( ) ( )

( )

3 2 2 1 7 5

2 2 3 5

x x x

x

  m
⇔

− −
< −





5 8 5

2

x x

x

  m
 ⇔ 

⇔
x

x

  l −
< −





0 8

2

,
⇔ x∈∅ . 

Таким образом, получаем ответ x∈ +∞( ; )6 .

Ответ: а) 
1

2
9;






 ; б)  ( ; )3 +∞ ; в)  ( ; )6 +∞ .

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить задание № 224, которое 
готовит учащихся к изучению следующей темы «Линейные неравенства с двумя 
переменными и их системы. Графическое изображение множества их решений». 
Учитель может выбрать и другие задания на темы, которые целесообразно по-
вторить с конкретным классом, в зависимости от выявленных у учащихся за-
труднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.

№238 * 

В каждый бидон перелили воды по 
1

3
 объема бака. Значит, объем первого би-
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дона равен 
1

3

1

2

2

3
: =  бака, объем второго  − =

1

3

2

3

1

2
:  бака, а объем третьего − =

1

3

3

4

4

9
:  

бака, и все эти количества – целые числа. Значит, объем бака делится на 2 и 9. По-
этому минимальный объем бака – 18 литров. 

Действительно, тогда бидоны будут на 12, 9 и 8 литров и условие задачи выполняется.
Ответ: 18 литров.

П. 2.2.3. Линейные неравенства с двумя переменными и их системы. Графи-
ческое изображение множества их решений

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие линейного неравенства с двумя переменными;
2) сформировать представление о системах неравенств с двумя переменными*; 
3) сформировать умение находить графическое решение линейных неравенств 

с двумя переменными;
4) сформировать умение решать системы линейных неравенств с двумя пере-

менными*;
5) повторить понятие круговой диаграммы, свойства делимости; закрепить 

умение решать текстовые задачи арифметическим способом.
Для введения понятий линейного неравенства с двумя переменными и его 

решения рекомендуется разобрать решение задачи 1 по тексту учебника. Для 
первичного закрепления этих понятий можно использовать № 239. Для самосто-
ятельного открытия алгоритма графического решения линейного неравенства с 
двумя переменными рекомендуется использовать № 240 – 241. 

В более подготовленных классах рекомендуется познакомить учащихся с поня-
тием системы линейных неравенств с двумя переменными и способом их решения. 
Можно развернуть проблематизацию вокруг этого вопроса, используя № 243. 

Приведем примеры решения к заданиям из данного пункта.
№242
а) 3х – 2у + 7 > 0;	 б) –2х + 3у – 2 l 0;	 в) 2х + 3 > 0.
Преобразуем неравенства к виду:

у < 
3

2
х + 

7

2
; 	  у l 

2

3
х + 

2

3
; 	 x > −

3

2
.

Построим на координатной плоскости прямые линии:

у = 
3

2
х + 

7

2
; 	  у = 

2

3
х + 

2

3
; 	 x = –

3

2
.

Выберем полуплоскости, ограниченные этими прямыми, в соответствии со зна-
ками полученных неравенств: для первого неравенства – нижняя полуплоскость, 
для второго – верхняя, а для третьего – справа от прямой. В случае, когда точки 
прямой не принадлежат искомому множеству, изобразим ее пунктирной линией.
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Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания на темы, ко-
торые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от выяв-
ленных у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.

№ 257* 
Пусть x – доля свинца в первом сплаве, а y – доля свинца во втором сплаве. 

Пусть от каждого куска отрезали по m  килограмм и прибавили столько же кило-

граммов другого сплава. Тогда доля свинца в первом куске стала: 
( )

.
6

6

− +m x my
 

Доля свинца во втором куске стала: 
( )

.
12

12

− +m y mx
 Приравняем эти доли:

( ) ( )
;

6

6

12

12

− +
=

− +m x my m y mx

2 6 2 12( ) ( ) .− + = − +m x my m y mx
m y x y x( ) .3 3 12 12− = −
Так как x ≠ y, то m = 4 .
Ответ: 4 кг.

П.2.2.4. Системы линейных неравенств c двумя переменными с модулями*

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение изображать решение системы линейных неравенств c 
двумя переменными с модулями;

2) повторить понятие линейного неравенства и закрепить умение применять 
его; закрепить умение решать текстовые задачи арифметическим способом; закре-
пить умение переводить обыкновенную дробь в периодическую десятичную дробь;

3) в рамках опережающего обучения сформировать умение упрощать простей-
шие дробные выражения.

Для самостоятельного открытия алгоритма решения систем линейных не-
равенств c двумя переменными с модулями рекомендуется использовать № 259. 
Перед этим рекомендуется выполнить № 258, который готовит учащихся к откры-
тию. Рассмотрим решение этих заданий.

№258 
Неравенства похожи по своей записи, 

отличаются только наличием модуля.
Первое неравенство переписывается в 

виде у < 1– х. 
Изобразим графическое решение этого 

неравенства на рисунке.
При этом граница не принадлежит 

множеству решений неравенства.
Второе неравенство перепишем в виде: 

у < 1 – х.
Чтобы изобразить его решение, рас-

смотрим два случая.
1) y l 0. Тогда  у < 1 – х.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

  l 0

1< −




.

2) у < 0. Тогда  –у < 1 – х, то есть  у  >  х – 1.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

<
> −





0

1
.
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Решением неравенства является объ-
единение случаев 1 и 2.

Теперь мы можем изобразить графиче-
ское решение этого неравенства (рис. 1).

При этом граница не принадлежит 
множеству решений неравенства.

Заметим, что полученное множество 
симметрично относительно оси Ox.

№259 
а) Изобразим множество решений не-

равенства ÓxÓ+ y <2.	
Для этого рассмотрим два случая.
1) x l 0. Тогда  x + y < 2, то есть  y < 2 – x.

Значит,  множество точек удовлетворяет системе 
x

y x

  l 0

2< −




.

2) x < 0. Тогда –x + y < 2, то есть  y < 2 + x.
Значит,  множество точек удовлетворяет 

системе 
x

y x

<
< +





0

2
.

Решением неравенства является объеди-
нение случаев 1 и 2.

Изобразим графическое решение этого 
неравенства (рис. 2).

При этом граница не принадлежит мно-
жеству решений неравенства.

Заметим, что полученное множество 
симметрично относительно оси Oy.

б) Изобразим множество решений нера-
венства x –Ó2yÓm 1.	

Для этого рассмотрим два случая.
1) y l 0. Тогда  x – 2y m 1, то есть  2y l x – 1.

То есть множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

  

  

l
l

0

2 1−




.

2) y < 0. Тогда  x + 2y m 1, то есть  2y m 1 – x.

То есть множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

<
−





0

2 1  m
.

Решением неравенства является объединение случаев 1 и 2.
Изобразим графическое решение это-

го неравенства (рис. 3).
При этом граница принадлежит мно-

жеству решений неравенства.
Заметим, что полученное множество 

симметрично относительно оси Ox.
Для того, чтобы изобразить решение 

обоих неравенств на одной координатной 
плоскости, найдем точки пересечения 
прямых.  

x y

x y
x y

+ =
− =





⇒ = =
2

2 1
1

2

3

1

3
, .

x y

x y
x y

+ =
+ =





⇒ = = −
2

2 1
3 1, .

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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Изобразим решение обоих неравенств на одной координатной плоскости (рис. 4).
2) Изобразим пересечение полученных множеств решений этих неравенств (рис. 5).

Полученное множество изображено на рисунке. Отмечены точки A 1
2

3

1

3
,







 , 

B( ; )3 1− , C(1;20), D(0; 2). Причем из границы множеству принадлежат только от-
резки AC и BC (без точек A и B).

3) Пересечение – это множество точек, которые удовлетворяют и первому и 
второму неравенству.

Значит, множество точек пересечения и есть решение системы 
x y

x y

+ <

−







2

2 1  m
.

Приведем примеры решения к другим заданиям из данного пункта.

№ 260 
а) Изобразим множество решений неравенства 2x –ÓyÓ< 6.	
Для этого рассмотрим два случая.
1) y l 0. Тогда  2x – y < 6, то есть  y > 2x – 6.

То есть множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

  l 0

2 6> −




.

2) у < 0. Тогда  2x + y < 6, то есть  y > 6 – 2x.

То есть множество точек удовлетворяет системе
y

y x

<
< −





0

6 2
.

Решением неравенства является объ-
единение случаев 1 и 2.

Изобразим графическое решение это-
го неравенства (рис. 6).

При этом граница не принадлежит 
множеству решений неравенства.

Изобразим множество решений нера-
венства 3x +ÓyÓ+ 2 > 3.

Для этого рассмотрим два случая.
1) y + 2 l 0, то есть y l – 2. Тогда  3x + 

+ y + 2 > 3, то есть  y > 1 – 3x.
Значит, множество точек удовлетво-

ряет системе 
y

y x

  l −
> −





2

1 3
.

2) y + <2 0 , то есть y < −2 . Тогда  3x – (y + 2) > 3, то есть  y x< −3 5 .

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

< −
< −





2

3 5
.

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 6
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Решением неравенства является объединение случаев 1 и 2.
Изобразим графическое решение этого неравенства (рис. 7).
При этом граница не принадлежит множеству решений неравенства.
Заметим, что полученное множество симметрично относительно прямой y = –2.
Пересечение полученных множеств и будет решением исходной системы. 

Изобразим его на рисунке 8.
При этом граница не принадлежит множеству решений системы.
б) Изобразим множество решений неравенства Óx + 3Ó– y > 4.	
Для этого рассмотрим два случая.
1) x + 3 l 0, то есть x l –3. Тогда  x + 3 – y > 4, то есть  y < x – 1.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
x

y x

  l −
< −





3

1
.

2) x + 3 < 0, то есть x < –3. Тогда –( x + 3) – y > 4, то есть  y < –x – 7.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
x

y x

< −
< − −





3

7
.

Решением неравенства является объединение случаев 1 и 2.
Изобразим графическое решение это-

го неравенства (рис. 9).
При этом граница не принадлежит 

множеству решений неравенства.
Заметим, что полученное множество 

симметрично относительно прямой x = –3.
Изобразим множество решений нера-

венства Óx + 1Ó– 2y l 3.	
Для этого рассмотрим два случая.
1) x + 1 l 0, то есть x l –1. Тогда   

x + 1 – 2y l 3, то есть  y
x

  m
− 2

2
.

Значит, множество точек удовлетворя-

ет системе 

x

y
x

  

  

l

m

−
−







1

2

2

.

2) x + 1 < 0, то есть x < –1. Тогда  –(x + 1) – 2y l 3, то есть  y
x

  m
− − 4

2
.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y
x

< −
− −







1

4

2
  m

.

Решением неравенства является объединение случаев 1 и 2.

Рис. 7 Рис. 8

Рис. 9
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Изобразим графическое решение это-
го неравенства (рис. 10).

При этом граница принадлежит мно-
жеству решений неравенства.

Заметим, что полученное множество 
симметрично относительно прямой x = –1.

Пересечение полученных множеств и 
будет решением исходной системы. 

Для того, чтобы его изобразить, най-
дем точки пересечения прямых. 

y x

y
x x y

= − −

=
− −






⇒ = − =

7

4

2

10 3, .

y x

y
x x y

= −

=
−






⇒ = = −

1

2

2

0 1, .

Изобразим множество решений си-
стемы (рис. 11).

При этом из точек границы множеству 
решений системы принадлежат откры-
тые лучи с концами в точках A (–10; 3) и  
B (0; –1).

№ 261 
а) Изобразим множество решений не-

равенства x –Óy + xÓl 1.
Для этого рассмотрим два случая.
1) y + x l 0, то есть y l –x. Тогда  x – (y + x) l 1, то есть  y m –1.

То есть множество точек удовлетворяет системе 
y x

y

  

  

l
m
−
−



 1

.

2) x + y < 0, то есть y < –x. Тогда  x + (y + x) l 1, то есть  y l 1 – 2x.

То есть множество точек удовлетворяет системе 
y x

y x

< −
−



   l 1 2

.

Решением неравенства является объ-
единение случаев 1 и 2.

Изобразим графическое решение это-
го неравенства (рис. 12).

При этом граница принадлежит мно-
жеству решений неравенства.

Решим неравенство ÓxÓ+5Ó1 – yÓm 0.
Заметим, что модуль – неотрицатель-

ная величина. Поэтому если хотя бы одно 
из подмодульных выражений отлично от 
нуля, то ÓxÓ+5Ó1 – yÓ> 0.

Поэтому ÓxÓ+5Ó1 – yÓm 0 ⇔
⇔ ÓxÓ=Ó1 – yÓ= 0, то есть x = 0, y = 1.
Эта точка не является решением пер- 

вого неравенства системы. Значит, система не имеет решений.
Отметим, что мы могли бы не изображать множество решений первого нера-

венства системы, а просто подставить x = 0, y = 1 в первое неравенство. 

б) 
x y

x y

− − > −

− + <







1 2

2 4 6
.

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12
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Изобразим множество решений неравенства x –Óy – 1Ó> –2.
Для этого рассмотрим два случая.
1) y – 1 l 0, то есть y l 1. Тогда  x – (y – 1) > –2, то есть  y < x + 3.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 
y

y x

  l 1

3< +




.

2) y – 1 < 0, то есть y < 1. Тогда  x + (y – 
1) > –2, то есть  y < –x – 1.

Значит, множество точек удовлетво-

ряет системе 
y

y x

<
> − −





1

1
.

Решением неравенства является объ-
единение случаев 1 и 2.

Изобразим графическое решение это-
го неравенства (рис. 13).

При этом граница не принадлежит 
множеству решений неравенства.

Заметим, что полученное множество 
симметрично относительно прямой y = 1.

Изобразим множество решений неравенства ÓxÓ–Ó2y + 4Ó< 6.
Для этого рассмотрим четыре случая.

1) x l 0, 2y + 4 l 0, то есть y l –2. Тогда  x – (2y + 4) < 6, то есть  y
x

>
−10

2
.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y
x

  

  

l
l

0

2

10

2

−

>
−










.

2) x l 0, 2y + 4 < 0, то есть y < –2. Тогда  x + (2y + 4) < 6, то есть  y
x

<
− + 2

2
.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y
x

  

  

l 0

2

2

2

< −

>
− +










.

3) x < 0, 2y + 4 l 0, то есть y l –2. Тогда  –x – (2y + 4) < 6, то есть  y
x

>
− −10

2
.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y
x

<
−

>
− −










0

2

10

2

  l
.

4) x < 0, 2y + 4 < 0, то есть y < –2. Тогда  –x + (2y + 4) < 6, то есть  y
x

<
+ 2

2
.

Значит, множество точек удовлетво-
ряет системе

x

y

y
x

<
< −

>
+










0

2

2

2

.

Решением неравенства является объ-
единение этих четырех случаев.

Изобразим графическое решение это-
го неравенства (рис. 14).

Рис. 13

Рис. 14
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При этом граница не принадлежит 
множеству решений неравенства.

Заметим, что полученное множество 
симметрично относительно оси Oy и пря-
мой y = –2.

Пересечение полученных множеств и 
будет решением исходной системы. 

Изобразим множество решений си-
стемы (рис. 15).

При этом граница не принадлежит 
множеству решений системы.

№262 
Изобразим графически множество решений системы. 
Сначала изобразим множество решений неравенства ÓxÓ+ÓyÓm 4.	
Для этого рассмотрим четыре случая.
1) x l 0, y l 0. Тогда  x + y m 4, то есть  y m 4 – x.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y x

  

  

  

l
l
m

0

0

4 −









.

2) x l 0, y < 0. Тогда  x – y m 4, то есть  y m x – 4.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y x

  

  

l

l

0

0

4

<
−









.

3) x < 0, y l 0. Тогда – x + y m 4, то есть  y m 4 + x.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y x

<

+









0

0

4

  

  

l
m

.

4) x < 0, y < 0. Тогда  – x – y m 4, то есть  y l –x – 4.

Значит, множество точек удовлетворяет системе 

x

y

y x

<
<

− −









0

0

4  l
.

Решением неравенства является объединение этих четырех случаев.
Изобразим графическое решение этого неравенства (рис. 16).
При этом граница принадлежит множеству решений неравенства.
Отметим, что мы могли бы разобрать только первый случай и нарисовать мно-

жество, предварительно показав, что оно симметрично относительно осей Ox и Oy.
Изобразим множество решений второго неравенства (рис. 17). Так как x – y l a, 

то y m x – a.

Рис. 15

Рис. 16 Рис. 17
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Пересечение этих множеств будет ре-
шением системы.

Чтобы площадь множества решений 
системы неравенств была равна 2 необхо-
димо, чтобы прямая пересекала квадрат. 
Изобразим множество решений системы 
(рис. 18).

Необходимо, чтобы площадь заштри-
хованной части равнялась 2. Площадь это-
го прямоугольника равняется

4 2
4

2
4 4⋅

− − −( )( )
= −( )a

a . 

Поэтому 4(4 – a) = 2, откуда a = 3,5.
Ответ: 3,5.

№ 263 
Так как скорости автомобилей отличаются не более чем на 10 км/ч, то 

| |x y−   m 10 . Второе условие означает, что за 2 часа автомобили проезжают сум-
марно не менее 300 км, то есть 2(x + y) l 300. Эти условия должны выполняться 
одновременно. Таким образом, получаем требуемую математическую модель за-

дачи: 
x y

x y

−

+







  

  300

m

l

10

2( )
.

Ответ: 
x y

x y

−

+







  

  300

m

l

10

2( )
.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания на темы, ко-
торые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от имею-
щихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 274* 
Так как a + b + c + d > 0, то a + b > – c – d. Так как a > c и b > d, то a + b > c + d .
1) Если c + d < 0, то a + b > – c – d = | c + d |.
2) Если c + d l 0, то a + b > c + d = | c + d |. 
А так как | a + b | l a + b, то | a + b | > | c + d |.

Рис. 18
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Глава 3. Исследование нелинейных процессов

В третьей главе рассматриваются функции, описывающие нелинейные про-
цессы. Сначала учащиеся изучают степенную функцию (в  общеобразователь-
ном классе достаточно познакомить учащихся с у = x 2 и у = x 3), затем обратную 
пропорциональность. После чего восьмиклассники расширяют известное им 
понятие кусочно-линейной функции, знакомясь с кусочно-заданной функцией. 
После введения арифметического квадратного корня учащиеся рассматривают 
функцию y x= , при изучении которой показывается ее связь с  функцией  
у = x 2.

При изучении свойств этих функций учащиеся получают первичное представ-
ление о понятиях: асимптота, касательная, о таких свойствах функции, как воз-
растание и убывание. Эти понятия постепенно вводятся в речевую практику уча-
щихся. Здесь же учащиеся имеют возможность познакомиться с таким свойством 
функции как четность (нечетность). Следует понимать, что данный материал от-
носится к зоне ближайшего развития восьмиклассников, то есть входит в пере-
чень задач, которые большинство учащихся могут пока решить только с помощью 
взрослого. Поэтому задания, в  которых учащиеся «читают» графики функций, 
оперируя понятиями возрастание, убывание, четность, нечетность, наименьшее 
и наибольшее значения функции, не являются на данном этапе обучения обяза-
тельными для всех, они носят развивающий характер и не должны становиться 
объектом обязательного контроля. В 9 классе после уточнения и систематизации 
знаний об общем понятии функции и общих ее свойствах этот материал становит-
ся обязательным для всех, так как входит в зону актуального развития учащихся. 
Изучение этого материала на обобщенном уровне в 9 классе становится возмож-
ным именно благодаря базе, заложенной при работе со свойствами каждой от-
дельной функции, изучаемой в 8 классе.

Введение кусочно-заданной функции в содержание курса дает возможность 
закреплять и систематизировать знания учащихся об изученных видах функций. 
Так построение кусочно-заданной функции дает возможность строить части 
графиков изученных функций и регулярно отрабатывать понятие области опре-
деления функции. «Чтение» графиков кусочно-заданных функций позволяет 
формировать богатый опыт применения представлений учащихся о  свойствах 
функций.

В данной главе учащиеся получают начальные сведения о  действительных 
числах. Для введения понятия иррационального числа используется задача на-
хождения длины стороны квадрата с заданной площадью a. После введения опре-
деления арифметического квадратного корня доказываются его свойства. На ос-
новании этих свойств учащиеся учатся преобразовывать числовые и буквенные 
выражения. Помимо знакомства с простейшими преобразованиями, связанными 
с непосредственным применением определения арифметического корня, свойств 

корня из произведения и  частного, а  также основного свойства корня a a2 =  
и  основного тождества a a( ) =

2
, учащиеся знакомятся с  операцией внесения 

множителя под знак корня и  вынесения множителя из-под корня. Отдельный 
пункт посвящен более сложным преобразованиям выражений, содержащих кор-
ни: освобождению от иррациональности в  знаменателе и  другим, основанным, 
в том числе, на использовании формул сокращенного умножения.

При углубленном изучении курса восьмиклассники осваивают способы при-
ближенного вычисления квадратного корня. При этом помимо оценки значения 
корня путем подбора ближайших точных квадратов, рассматривается использова-

ние последовательности чисел xn: x x
x

xn n
n

+ = +







1

1

2
.
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Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания третьей главы учащиеся:
• применяют изученные способы действий для решения задач в  типовых и   

поисковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему алгоритму, определению, свойству;
• строят математическую модель текстовых задач, переводя их условие на 

язык алгебры;
• анализируют график функции с целью выявления его свойств;
• описывают выявленные на практике зависимости между величинами в  

общем виде, и исследуют их;
• сопоставляют свойства различных функций;
• анализируют алгебраические выражения, содержащие квадратный корень, 

с целью поиска возможности упрощения процесса их преобразования;
• строят способ действия для решения нового типа задач;
• записывают способы действий с помощью алгоритмов, выбирают алгоритм 

и используют его для выполнения различных задач;
• применяют полученные знания для решения задач практической направлен-

ности.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении третьей главы планированием предусмотрены уроки ОНЗ, 
структура которых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса уни-
версальных учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на 
примере содержания пункта 3.1.1. «Степенные функции их графики».

В этом пункте учащиеся знакомятся с функциями у = x 2 и у = x 3, а также по-
лучают возможность рассмотреть общий случай: степенную функцию с натураль-
ным показателем.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствии с требованиями 
технологии деятельностного метода Л. Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). 
На этапе мотивации учитель может предложить учащимся обсудить эпиграф 
к первому пункту и высказать свои мысли по поводу высказывания американско-
го математика Рихарда Куранта.

Для самостоятельного открытия рекомендуется использовать систему зада-
ний № 293–296. Учитель выбирает, с какой из новых функций он сам познакомит 
учащихся, а какую функцию учащиеся будут открывать самостоятельно.

Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: функция у = x 2 и ее свойства.
2. Актуализация.
Повторить: понятие степени, свойства степени с показателем 2 и 3, понятие 

функции (№ 293–294).
3. Задание на пробное действие.
Рассмотрите график функции, изображенный на рисунке (на доске изобра-

жен рисунок, аналогичный рисунку 1 на стр. 97 учебника) и ответьте на вопросы: 
график какой функции изображен? как он называется? Перечислите его свойства.

4. Фиксация затруднения.
Я не могу ответить на вопросы о функции, график которой изображен.
Я не могу обосновать, что мой ответ верный.
5. Фиксация причины затруднения.
Не изучен этот вид функций.
6. Цель учебной деятельности.
Познакомиться с новой функцией и ее свойствами.
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7. Фиксация нового знания.
Учащиеся должны познакомиться с функцией у = x 2 и ее свойствами.
Открыть новое знание учащиеся могут путем описания выявленной на прак-

тике зависимости между величинами в общем виде с использованием текста зада-
ния № 295. После чего в форме подводящего диалога учитель знакомит учащихся 
с функцией у = x 3 и ее свойствами.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задание № 308 (в об-
щеобразовательном классе пункт 3 плана можно опустить) и № 314–315, № 316(а), 
для самостоятельной работы учащимся можно предложить № 316 (б, в).

На этапе включения в систему знаний учитель знакомит учащихся с общим слу-
чаем степенной функции в обзорном порядке. После чего учитель предлагает уча-
щимся одно из заданий № 297 — № 303 (или несколько заданий).

Наиболее подготовленных учащихся следует познакомить со степенными функ-
циями более подробно, для этого может быть задействован текст учебника. При углу-
бленном изучении предмета на это отводится отдельный урок, в общеобразовательном 
классе изучение этого вопроса может стать необязательной частью домашнего задания.

Для повторения можно выполнить одну или несколько задач из раздела повто-
рения, например, № 323 — № 325, при выполнении которых учащиеся готовятся 
к работе с графиками, имеющими «выколотые» точки. На этапе рефлексии мож-
но вернуться к эпиграфу и предложить учащимся прокомментировать его с точ-
ки зрения знаний, полученных ими на уроке. После чего учащимся предлагается 
оценить процесс и результат своей работы на уроке.

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы кото-
рого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: 
уроки рефлексии тренировочного и  коррекционного типа, где учащиеся вырабаты-
вают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы действий, 
учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою 
учебную деятельность.

В конце изучения третьей главы учащимся предлагается ссылка на экспресс-
тест, который можно использовать для урока рефлексии или использовать в каче-
стве домашней работы.

Планированием также предусмотрены и  уроки обучающего контроля. Перед 
проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлексии с ис-
пользованием содержания соответствующего раздела «Задачи для самоконтроля».

§ 1. Представление о некоторых нелинейных процессах
П.3.1.1. Степенные функции их графики

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся с функциями y = x 2 и y = x 3; выявить свойства этих 
функций; сформировать умение строить графики функций y = x 2 и y = x 3;

2) сформировать понятие параболы и ее вершины;
3) сформировать представление о степенной функции с натуральным показа-

телем и ее свойствах при четном и нечетном показателе;
4) сформировать первичное представление о промежутках возрастания и убы-

вания функции, возрастающих и убывающих функциях, четных и нечетных функ-
циях, а также о функциях, не являющихся ни четными, ни нечетными;

5) закрепить умения сравнивать рациональные числа; решать неравенства;
6) подготовить изучение функций, график которых имеет «выколотую» точку, 

и познакомить учащихся с подобными функциями.
Для актуализации понятия функции и степени с показателем, равным 2 и 3, 

можно использовать № 294. Для знакомства с функцией у = x 2 и самостоятельного 
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открытия ее свойств рекомендуется использовать № 293 (а), № 295. Для знаком-
ства с  функцией у  = x 3 и  самостоятельного открытия ее свойств рекомендуется 
использовать № 293 (б); № 296.

Приведем примеры решений и ответы к заданиям из данного пункта.
Для формирования опыта применения свойств четности и нечетности, воз-

растания и убывания степенных функций предлагаются № 297 и № 298. Для на-
глядности можно предложить учащимся выполнить эскизы данных функций.

№ 297
Если функция задана формулой f (x) = x 8, то:
а) f (5) > f (3), так как функция возрастает при x ∈ [0; +∞);
б) f (–5) > f (3), так как функция четная: f (–5) = f (5) и возрастает при x ∈ [0; +∞);
в) f (–5) > f (–3), так как функция убывает при x ∈ (–∞; 0];
г) f (0) < f (–6,3), так как функция убывает при x ∈ (–∞; 0];
д) f (–2,5) = f (2,5), так как функция четная;
е) f (0,4) < f (1), так как функция возрастает при x ∈ [0; +∞);

ж) f ( −
1

3
) > f (

1

4
), так как функция четная: f ( −

1

3
) = f (

1

3
) и возрастает при  

x ∈ [0; +∞);
з) f (–31,2) < f (32), так как функция четная: f (–31,2) = f (31,2) и возрастает при 

x ∈ [0; +∞). 
№ 298
Если функция задана формулой f (x) = x 11, то:
а) f (6,6) < f (8); б) f (6) > f (–8,5); в) f (–15,4) < f (–10,1); г) f (–3) < f (0); д) f (3,2) > 

> f (–3,2); е) f (0,2) < f (0,7); ж) f (
1

8
) > f (

1

10
); з) f (–0,3) > f (–1), так как функция 

возрастает при x ∈ (–∞; +∞), то есть большему значению x соответствует большее 
значение y и наоборот.

При наличии времени в более подготовленном классе рекомендуется прове-
сти исследование, в ходе которого учащиеся выявляют свойство области опреде-
ления четной и нечетной функции (№ 304 — № 305). Это свойство учащиеся бу-
дут использовать при ответе на вопрос о четности функции (третий пункт плана 
«чтения» функции). В любом случае при углубленном изучении предмета учащи-
еся вернутся к этому вопросу в 9 классе.

Следует обратить внимание на задание № 308, так как в нем предлагается план 
для «чтения» графика. Именно этот план (за  исключением третьего его пункта 
в общеобразовательном классе) следует использовать в дальнейшем при выполне-
нии всех заданий с формулировкой: «Прочитайте график по известному плану». 
При «чтении» графика у учащихся формируется опыт применения новых для них 
понятий: промежутки возрастания, убывания, наибольшее и наименьшее значе-
ния функции. Важным является выделение промежутков, где функция положи-
тельна или отрицательна, нулей функции, так как это готовит учащихся к графи-
ческому способу решения неравенств.

При работе с подобными заданиями на данном этапе обучения важно исполь-
зовать наглядность: пусть учащиеся обводят красным цветом часть графика, лежа-
щую выше оси абсцисс, а синим — ниже оси абсцисс. Для выделения промежут-
ков возрастания и убывания следует использовать прием, описанный в текстовой 
части учебника — провести карандашом по графику слева направо и использовать 
аналогию с подъемом или спуском с горы.

Еще раз обратим внимание, что задания, в которых учащиеся «читают» гра-
фики функций, не являются на данном этапе обучения обязательными для всех, 
они носят развивающий характер. Следует понимать, что их выполнение готовит 
учащихся к систематизации знаний об общем понятии функции и изучению об-
щих ее свойств в 9 классе.
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Покажем применение плана «чтения» графика на примере выполнения № 309.
Решение:
г) у = x 2, x∈[–3; 1] 	 з) у = x 3, x∈[–2; –1)∪[1; 2)

	
1) D (у) = [–3; 1]; 	 1) D (у) = [–2; –1)∪[1; 2);
2) E (у) = [0; 9]; 	 2) E (у) = [–8; –1)∪[1; 8);
3) Ни четная, ни нечетная, так как 	 3) Ни четная, ни нечетная, так как
     D (у) не симметричная; 	     D (у) не симметричная;
4) у = 0 при x = 0, 	 4) у = 0 не существует,
     у > 0 при x∈[–3; 0)∪(0;1], 	      у > 0 при x∈[1; 2),
     у < 0 не существует; 	      у < 0 при x∈[–2; –1);
5) у (x) возрастает при x∈[0;1], 	 5) у (x) возрастает при x∈[–2; –1),
     у (x) убывает при x∈[–3;1]; 	      x∈[1; 2);
6) унаиб.= 9, унаим.= 0. 	 6) унаиб.= не существ., унаим.= –8.
При выполнении заданий из № 310–313 учащиеся уточняют представления 

о том, сколько общих точек могут иметь график степенной и линейной функций, 
отрабатывают новое понятие  — касательная. Это помогает осознанно решать 
уравнения с помощью графического метода в № 315, 316.

Решение:
№ 315 (в) 	 № 316 (в) 	 № 316 (г)
1) Построить графики функций:

	 	
	 у = x 2 и у = 2x — 1. 	 у = x 5 и у = x. 	 у = x 6 и у = | x |.
2) Найти координаты общих точек:
Точка одна (1; 1). 	 Три точки: (–1; –1), 	 Три точки: (–1; 1), 
	 (0; 0), (1; 1).	 (0; 0), (1; 1).
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3) Решениями уравнения являются абсциссы общих точек:
x = 1 	 x = –1; x = 0; x = –1 	 x = –1; x = 0; x = –1
Ответ: 1. 	 Ответ: –1; 0; 1. 	 Ответ: –1; 0; 1.
Из раздела для повторения важно обратить внимание на № 321–325, где уча-

щиеся вспоминают смысл «выколотой» точки на схеме при решении неравенств 
и  переносят его на график функции, тем самым они знакомятся с  функциями, 
график которых имеет выколотую точку, и готовятся к изучению вопроса «Кусоч-
но-заданные функции». Следует обратить внимание учащихся, что после выпол-
нения данных заданий они смогут в  дальнейшем строить графики функций не 
похожих, на первый взгляд, на те, что ими изучались. Для этого следует:

1) найти область определения исходной функции;
2) преобразовать исходную функцию, выполнив сокращение;
3) построить график полученной функции на области определения исходной 

(выкалывая нужные точки графика полученной функции).
Учитывая, что первые шаги представленного алгоритма заключаются в  вы-

полнении преобразований алгебраических дробей, его выполнение не является 
обязательным для всех учащихся на данном этапе обучения и  носят развиваю-
щий характер. После изучения алгебраических дробей, подобные задания входят 
в зону актуального развития восьмиклассников (см.№ 469–470 п.5.1.1).

Учитель может выбрать и другие задания, которые целесообразно повторить 
с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 341* 
Разложим многочлен n 3 + 3n 2 + 6n + 8 на множители:
n 3 + 3n 2 + 6n + 8 = (n 3 + 8) + (3n 2 + 6n) = (n + 2) (n 2 – 2n + 4) + 3n (n + 2) =
= (n + 2) (n 2 + n + 4).
Так как n натуральное, то каждый из множителей натуральное число, большее 1.

П.3.1.2. Обратная пропорциональность и её график

Основные содержательные цели:

1) уточнить понятие обратной пропорциональности; выявить свойства этой 
функции; сформировать умение строить ее график;

2) сформировать понятие гиперболы, представление об асимптоте графика;
3) сформировать опыт применения понятий: промежутки возрастания и убы-

вания функции, возрастающие и убывающие функции, четные и нечетные функ-
ции, а также функции, не являющихся ни четными, ни нечетными;

4) повторить понятие кусочно-линейной функции и закрепить умение рабо-
тать с  ее графиком; закрепить умение переводить бесконечную периодическую 
дробь в обыкновенную и осуществлять обратный переход.

Для знакомства с функцией y
k

x
=  и самостоятельного открытия ее свойств ре-

комендуется использовать № 342–343.
Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 344

Обратная пропорциональность задана формулой y
x

=
12

.

x 0,04 0,12 0,6 30 200 2400
y 300 100 20 0,4 0,06 0,005

Чтобы точка принадлежала графику, надо чтобы при подстановке ее координат 
получилось верное равенство x · у = 12:
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–2 · 6 = –12 ≠ 12;
–0,5 · (–24) = 12;
3

4
 · 16 = 12;

6

7
 · (–14) = –12 ≠ 12;

–0,05 · (–240) = 12.
Ответ: графику принадлежат точки B, C, F, а точки A и D не принадлежат.

№ 345
Чтобы задать формулу обратной пропорциональности, надо найти коэффи-

циент k:
k = x · у.

а) k = 1 · (–2) = –2, y
x

= −
2

;

б) k = –3 · (–18) = 54, y
x

=
54

;

в) k = 
1

8
 · 200 = 25, y

x
=

25
;

г) k = –10 · 14 = –140, y
x

= −
140

;

д) k = ⋅ −





 = −

4

9
2

1

4
1 , y

x
= −

1
.

№ 346
Чтобы указать обратную пропорциональность, график которой проходил бы 

через две указанные точки, надо проверить выполнимость равенства xA · yA = xB · yB.

Ответ: обратную пропорциональность можно указать в случаях (б) — y
x

=
3

 

и (г) — y
x

=
4

.

№ 351

Функция y
x

=
3

 убывает при x∈(–∞;0) и при x∈(0; +∞). Тогда имеем:

а) унаим.= 
3
1

3

9
−

= − , унаиб.= 
3

3
1

−
= −  при x∈ −





3
1

3
; ;

б) унаим.= 
3

9

1

3
= , унаиб.= 

3

3
1=  при x∈[3; 9].

№ 352

Функция y
x

= −
3

 возрастает при x∈(–∞;0) и при x∈(0; +∞). Тогда имеем:

а) унаим.= −
−

=
3

9

1

3
, унаиб.= −

−
=

3

1
3  при x∈[–9; –1];

б) унаим.= − = −
3

0 3
10

,
, унаиб.= − = −

3

0 6
5

,
 при x∈[0,3; 0,6].

№ 355
Чтобы найти значение функции при заданном значении аргумента, необходи-

мо это значение подставить в формулу f x
x

( ) =
0 2,

.

а) f
1

5

0 2
1

5

1





 = =

,
;   в) f −( ) =

−
= −0 04

0 2

0 04
5,

,

,
;  д) 10 0 001 10

0 2

0 001
2000⋅ −( ) = ⋅

−
= −,

,

,
;
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б) f 2
0 2

2
0 1( ) = =

,
, ;      г) f −






 =

−
= −6

25

0 2
6

25

5

6

,
;         е) f a

a a
( ) = =

0 2 1

5

,
.

№ 356
Чтобы найти значение функции при заданном значении аргумента, необходи-

мо это значение подставить в формулу f x
x

( ) =
2

.

а) f b
b b

−( ) =
−

= −0 5
2

0 5

4
,

,
; 	 в) f m

m
+( ) =

+
2

2

2
;

б) 0 5 0 5
2 1

2
2 2

, ,⋅ ( ) = ⋅ =f d
d d

; 	 г) 
2

10

2
2

10

10
f t

t

t
+( )

=

+

= + .

№ 357

а) Дана функция f x
x

( ) =
5

. Докажите, что 
1

1

1

1

2

f x f x f x−( )
+

+( )
=

( )
.

Доказательство:
Преобразуем левую часть равенства:

1

1

1

1

1
5

1

1
5

1

1

5

1

5

2

5f x f x
x x

x x x

−( )
+

+( )
=

−

+

+

=
−

+
+

= .

Преобразуем правую часть равенства:
2 2

5
2

5f x
x

x

( )
= = .

Получим: 
2

5

2

5

x x
=  верно, что и требовалось доказать.

№ 359

е) 
y

x
y x

= −

= +







3

2 5

1) Построить графики функций: y
x

= −
3

 и y = 2x + 5.

2) Найти координаты общих точек: две точки: (–1; 3), 
(–1,5; 2).

(Вторая точка может сложно определяться учащи-
мися. Чтобы этого избежать, необходимо напомнить 
о  том, что при построении гиперболы следует рассчи-
тывать больше точек, выполнять построение графиков 
очень аккуратно и не забывать о проверке полученных 
координат путем подстановки их значений в  каждое 
уравнение системы).

3) Решениями системы уравнений являются абсциссы и ординаты общих то-
чек: (–1; 3), (–1,5; 2)

Ответ: (–1; 3), (–1,5; 2).
№ 363–№ 364 показывают практическую применимость обратной пропор-

циональности в физике, геометрии.
Из раздела для повторения следует обратить внимание на задания  

№ 369–№ 370, при выполнении которых учащиеся повторяют понятие кусоч-
но-линейной функции и  готовятся к  изучению следующего пункта «Кусочно-
заданные функции». Учитель может выбрать и другие задания, которые целесо-
образно повторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у уча-
щихся затруднений.
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№ 370
Задайте формулой функцию, 

график которой изображен на 
данном рисунке.

Решение:
1) На рисунке изображен 

график кусочно-линейной 
функции. Область определения 
этой функции разбита на два 
непересекающихся промежут-
ка X1=(–∞;3] и  X2=(3;+∞), где  
X1∪ X2 =(–∞;+∞). Составим уравнения прямых, с  помощью которых образован 
график функции.

Чтобы составить уравнение прямой у = kx + b на промежутке X1, надо решить 
систему уравнений относительно k и b.

Укажем две точки, через которые проходит первая прямая: (–3; 0) и (0; 2).

0 3

2 0

3

2

2

3
2

= ⋅ − +
= ⋅ +





⇔
=
=





⇔
=

=







k b

k b

k b

b

k

b

( )
.

Уравнение первой прямой: y x= +
2

3
2 .

Аналогично составим уравнение прямой на промежутке X2. Вторая прямая 
проходит через точки: (3; 4) и (5; 0).

4 3

0 5

3 5 4

5

2

10

= ⋅ +
= ⋅ +





⇔
− =
= −





⇔
= −
=





k b

k b

k k

b k

k

b
.

Уравнение второй прямой: у = –2x + 10.
2) График состоит из части первой прямой при x∈(–∞; 3] и части второй пря-

мой при x∈(3; +∞). Составим формулу кусочно-линейной функции:

y
x x

x x
=

− + >

+







2 10 3

2

3
2 3

, ;

,   m

если

если .

Оба промежутка X1 и X2 имеют «общий конец» — точку 3, который принадле-
жит левому промежутку, но не принадлежит правому.

С целью пропедевтики целесообразно обсудить вопрос можно ли «присоединить» 
точку 3 к правому промежутку области определения и записать функцию иначе:

y
x x

x x
=

− +

+ <







2 10 3

2

3
2 3

, ;

,

  lесли

если .

Следует обратить внимание учащихся на то, что в точке 3 происходит «сты-
ковка» значений функций, ведь по какой бы из формул мы бы ни вычисляли зна-
чение функции, для неё оно будет одним и тем же, равным четырем.

Разберем решение нестандартных задач данного пункта.

№ 395*
Рассмотрим разность двух чисел такого вида:
(n 2 + 4n) — (k 2 + 4k) = (n 2 — k 2) + (4n — 4k) = (n – k) (n + k) + 4 (n – k) = (n – k) ·  

· (n + k + 4).
Заметим, что числа n — k и n + k + 4 одинаковой четности (их сумма равна 2n + 4 — 

четное число). Поэтому произведение (n – k) (n + k + 4) либо нечетно (если оба множи-
теля нечетны), либо делится на 4 (если оба множителя четны). Но число 20202 четное, 
но не делящееся на 4.

Ответ. Не может.
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№ 396* Добавим к левой части 
1

1000!
:

1

2

2

3

3

4

998

999

999

1000

1

2

2

3

3

4

998

999

999

10! ! ! ! ! ! ! ! !
+ + + + + < + + + + + 

000

1

1000
1

2

2

3

3

4
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999
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1000
1

2

2

3

3

4

! !

! ! ! ! !

! ! !

+ =

= + + + + + =

= + + +



 + + == + + + + + =

= + +
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1
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1

2

2

3

3

4
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1

2
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3

3
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1
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1

2

2

3

3

4
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1

2

! ! ! ! ! ! ! !

!

+ + + == + + + + + =

= +

  



22

3

3

4

1

4

1

2

2

3

4

4

1

2

2

3

1

3

1

2

3

3

1

2

1

2
1

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
+ + = + + = + + = + = + =

№ 397*
Сумма изначальных чисел равна 19 — нечетное число. Каждая операция уве-

личивает эту сумму на 2. Поэтому сумма четырех чисел, записанных на доске, 
всегда будет нечетной. Если бы все числа оказались равными, то их сумма дели-
лась бы на 4 — четное число. Значит такими операциями получить четыре одина-
ковых числа из набора 1, 3, 5, 10 нельзя. Ответ: Нельзя.

§ 2. Кусочно-заданные функции
П. 3.2.1. Кусочно-заданные функции

Основные содержательные цели:

1) уточнить понятие кусочно-линейной функции;
2) сформировать представление о кусочно-заданной функции;
3) сформировать опыт применения понятий: промежутки возрастания и убы-

вания функции, возрастающие и убывающие функции, четные и нечетные функ-
ции, а также функции, не являющихся ни четными, ни нечетными;

4) повторить понятие рационального числа; закрепить умения переводить 
бесконечную периодическую дробь в  обыкновенную и  осуществлять обратный 
переход; решать неравенства с модулем и системы линейных неравенств.

Для актуализации понятия кусочно-заданной функции рекомендуется ис-
пользовать № 1, для уточнения знаний учащихся об этой функции используется 
№ 2. Для самостоятельного открытия понятия кусочно-заданной функции реко-
мендуется использовать № 3.

Приведем примеры решения и ответы к некоторым заданиям из данного пункта.
№ 7

а) y
x x

x

x x

=
− >

−
− − < −







2 1 1;

1 1 1

2 1 1

,

,

,

    m m
если

если

если

;

у = 2x — 1, если x > 1. Графиком является часть пря-
мой.

у = 1, если –1 ≤ x ≤ 1.Графиком является отрезок, па-
раллельный оси Ox.

у = –2x — 1, если x < –1. Графиком является часть 
прямой.

Построим график кусочно-линейной функции.
№ 9

а) y
x

=
24

.
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Построим график функ-
ции. Для этого запишем ее 
формулу в разветвленной фор-
ме.

D (f) = (–∞; 0)∪(0; +∞).

Если x > 0, y
x

=
24

. Графи-

ком является ветвь гиперболы 
в I координатной четверти.

Если x < 0, то y
x

= −
24

. Гра-

фиком является ветвь гиперболы во II координатной четверти.
Применив определение модуля числа, увидели, что данная функция является 

кусочно-заданной:

y
x

y x
x

x
x

= ⇔ =
>

− <










24
24

0

24
0

,

,

если

если

;

График функции изображен на рисунке.
№ 11
б)

y
x x

x x
=

− <




,

,

    

  

1 5

1 16

m m

m

если

если

;

Построим график функции с  заданной областью 
определения и «прочитаем» его.

1) у = x, если 1 ≤ x ≤ 5. Графиком является часть пря-
мой.

у = x 6, если –1 ≤ x <1.Графиком является часть кри-
вой, напоминающей параболу.

Построим график кусочно-заданной функции.
2) Опишем свойства функции по известному плану:
1) D (у) = [–1; 5];
2) E (у) = [0; 5];
3) Ни четная, ни нечетная, так как D (у) не симме-

тричная;
4) у = 0 при x = 0, у > 0 при x∈[–1; 0)∪(0;5], у < 0 не существует;
5) у (x) возрастает при x∈[0;5], у (x) убывает при x∈[–1;0];
6) унаиб.= 5, унаим.= 0.
Следует обратить внимание на задание № 16, которое дает возможность уча-

щимся самостоятельно провести рассуждения, позволяющие им в дальнейшем 
строить график функции c «выколотой» точкой. Если учитель не занимался про-
педевтикой этого вопроса (см. № 321 — № 325 пункта 3.1.1), то можно обратить 
внимание учащихся, что выполнение данного задания позволит им в дальней-
шем строить графики функций не похожих, на первый взгляд, на те, что ими 
изучались.

Выводы, полученные при выполнении № 16, применяются при выполнении 
№ 17 и для выполнения подобных заданий в дальнейшем.

Построим график функции y
x

x
=

−
+

2 2

1

2

.

1) Найдем область определения функции y
x

x
=

−
+

2 2

1

2

:
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D (у) = (–∞; –1)∪(–1; +∞).
2) Преобразуем выражение, стоящее в правой части 

формулы:
2 2

1

2 1 1

1
2 2

2x

x

x

x
x

−
+

=
− +
+

= −
( )(x )

.

3) Построим график функции у = 2x — 2 с областью 
определения исходной функции, то есть в построенном 
графике «выколем» точку с абсциссой, равной –1.

Из раздела для повторения учитель может выбрать 
любые задания, которые целесообразно повторить 
с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного 
пункта.

№ 34*
Если число оканчивается на 002, то оно делится на 2 и не делится на 4 (так как 

оно равно 1000n + 2). Значит среди исходных чисел ровно одно четное число. Но 
тогда среди трех чисел одно четное и два нечетных, следовательно, их сумма долж-
на быть четным числом.

Ответ: Не может
№ 35*
Допустим, что кто-то владеет более чем 25% акций. Разобьем оставшихся ак-

ционеров на три группы по 33 человека. Если какая-то группа владеет хотя бы 25% 
акций, то две оставшиеся вместе владеют менее чем 50% — противоречие. Значит, 
каждая из групп владеет менее 25% акций. Но тогда любые две группы вместе вла-
деют менее чем 50%  — снова противоречие. Значит, нет акционера, у  которого 
больше 25% акций.

Приведем пример, когда есть акционер с 25% акций. Пусть у одного акционе-

ра 25%, а у остальных по 
75

99

25

33
% %= . Очевидно, что условие задачи выполнено.

Ответ. 25%

§ 3. Квадратный корень
П.3.3.1. Арифметический квадратный корень и его свойства

Основные содержательные цели:

1) cформировать понятие арифметического квадратного корня, понятие ирра-
ционального числа, понятие действительного числа;

2) выявить свойства арифметического квадратного корня;
3) сформировать умение выполнять простейшие преобразования выражений, 

содержащих корень;
4) закрепить умение определять количество решений системы линейных урав-

нений с двумя переменными; ввести в речевую практику учащихся термин «па-
раметр»; закрепить умение строить график кусочно-линейной функции; раскла-
дывать на множители многочлен, применять формулы сокращенного умножения; 
повторить понятие модуля.

Для самостоятельного открытия понятия арифметического квадратного корня 
рекомендуется использовать систему заданий № 36–38.

При выполнении № 38 учащиеся сталкиваются с затруднением — в отличие от 
предыдущего задания, они не могут заполнить верхнюю строку таблицы. В курсе 
математики «Учусь учиться» с учащимися уже обсуждался вопрос недостаточно-
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сти изученных чисел, например, для выражения длин отрезков. В курсе 6 класса 
доказывалось, что рациональных чисел недостаточно для выражения длины диа-
гонали квадрата со стороной, равной 1. Однако здесь необходимо вернуться к это-
му доказательству и вспомнить его.

Теперь, когда учащиеся владеют методом доказательства от противного, дока-
зательство они могут провести самостоятельно, учитель может использовать здесь 
и побуждающий диалог. Далее приведем доказательство того, что нет такого раци-
онального числа, квадрат которого равен двум.

Доказательство (метод от противного).
1) Предположим, существует рациональное число, квадрат которого равен двум.

2) Это число можно записать в виде несократимой дроби 
m

n
. Тогда

m

n

m

n
m n






 = ⇔ = ⇔ =

2 2

2

2 22 2 2 .

Значит, m — четное число, поэтому m 2 делится на 4. Отсюда n 2 должно делить-
ся на 2, тогда n тоже четное.

3) Получили противоречие с предположением о том, что дробь 
m

n
 несократи-

мая дробь, что и требовалось доказать.
Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 39
Доказательство (метод от противного).
1) Пусть 3 5+ = r  — рациональное число.
2) Тогда 3 5= −r , откуда по определению арифметического квадратного 

корня:

r r r r r−( ) = ⇔ − + = ⇔ = − +5 3 2 5 5 3 2 5 5 3
2

2 2 .

Отсюда выполняется равенство 5
2

1
= +

r

r
.

3) Получили противоречие, так как в левой части этого равенства иррацио-
нальное число, а в правой рациональное, значит, 3 5+  — иррациональное чис-
ло, что и требовалось доказать.

Задания из № 40–43 направлены на формирование понятия арифметическо-
го квадратного корня.

№ 42
По определению арифметического квадратного корня подкоренное выраже-

ние должно иметь неотрицательное значение:
а) d  имеет смысл при d ≥ 0;
б) d  имеет смысл при |d| ≥ 0, то есть при d∈(–∞; +∞);
в) −d  имеет смысл при –d ≥ 0, то есть при d ≤ 0;
г) 3 12d −  имеет смысл при 3d — 12 ≥ 0, то есть при d ≥ 4;
д) d 2  имеет смысл при d 2 ≥ 0, то есть при d∈(–∞; +∞);
е) −d 2  имеет смысл при –d 2 ≥ 0, то есть при d = 0.

№ 43

а) 2 2
2( ) = ;                                        г) − −( ) = − ⋅ = − ⋅ = −2 2 2 4 2 2 4

2
;

б) −( ) = −( ) ⋅ ( ) = ⋅ =2 2 2 2 4 2 8
2 2 2

;  д) 2 2 2 2 16 2 16 2 64
4 4 4 2 2

2( ) = ⋅( ) = ⋅ ( )( ) = ⋅ = ;

в) − ( ) = − ⋅ = −2 2 2 2 4
2

;                    е) −( ) = −( ) ⋅ ( ) = ⋅ ( )( ) =2 2 2 2 16 2 64
4 4 4 2 2

.
Для упрощения выражений в № 153 применяются основное свойство корня, 

свойство корня из произведения.
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а) c c2 = ;

б) c c c2 = = − , так как, с < 0;

в) c c c2 = = , так как с > 0;

г) d d d d100 50 2 50 50= ( ) = = , так как d 50 ≥ 0 при d∈R;

д) a a a an n n n4 2 2 2 2= ( ) = = , так как a2n ≥ 0 при а∈R;

е) 50 25 2 5 2 5 28 4 2 4 4t t t t= ⋅ ⋅ ( ) = ⋅ ⋅ = , так как t4≥ 0 при t ∈ R;

ж) − = − ⋅ ⋅ ( ) ⋅ ( ) = − ⋅ ⋅ ⋅
3

0 7
1 9

3

0 7
1 96

3

0 7
1 4

5

16 14

5
8 2 7 2

5
8

,
,

,
,

,
,

t
b t

t
b t

t
b t 77

8 7

5

6
= −

b t

t

з) − = − ⋅ ( ) ⋅ ( ) = − ⋅ ⋅ =
2

5

2

5

2

5

2

54

10 6

4
5 2 3 2

4
5 3

5 3

4a
a m

a
a m

a
a m

a m

a
, так как т < 0.

№ 50
а) 18 9 2 9 2 3 2= ⋅ = ⋅ = ;
б) 128 64 2 8 2= ⋅ = ;

в) 
27

125

9 3

25 5

3

5

3

5
=

⋅
⋅
= ⋅ ;

г) 16 4a a= ;

д) x y x y y x y y6 13 3 2 6 2 3 6= ( ) ⋅ ⋅ ( ) = ⋅ ⋅ ;

е) 
x

y

x x

y

x

y
x

x

y
x

11

4

5 2

2 2

5

2

5

2
=

⋅( )
( )

= = , так как по условию 
x

y

11

4
0  l , 

а значит x ≥ 0, а у ≠ 0.
№ 51
а) 3 3 9 3 27= ⋅ = ;     в) 11 121 1212 3b b b b b= ⋅ = , так как по условию b ≥ 0;
б) − = − ⋅ = −5 2 25 2 50 ;         г) 4 5 16 5 802 4 5a a a a a= ⋅ = .
№ 53
а) Если a < b (a ≥ 0 и b ≥ 0), то 2 2a b< ;
б) Если a < b (a ≤ 0 и b ≤ 0), то |а| > |b|. Значит, − > −2 2a b .
в) Если a ≥ b (a ≤ 0 и b ≤ 0), |а| ≤ |b| и  − −2 2a b  m . Значит, − − −2 2a b  l .
№ 54
а) 3 2 2 3> , так как 3 2 18= , 2 3 12=  и  18 12> ;
б) 3 6 4 3> , так как 4 3 48= , 3 6 54=  и  54 48> ;
в) 5 3 6 2> , так как 6 2 72= , 5 3 75=  и  75 72> ;
г) 3 53 5 19> , так как 5 19 475= , 3 53 477=  и  477 475> .
№ 55

а) 4 7 4 7 4 7 4 7 16 7 9 3+ ⋅ − = +( ) ⋅ −( ) = − = = ;
б) 2 3 12 27 2 36 2 81 2 6 2 9 12 18 30+( ) = + = ⋅ + ⋅ = + = .
Либо: 2 3 12 27 2 3 2 3 3 3 2 3 5 3 10 3 30+( ) = +( ) = ⋅ = ⋅ = .
№ 56
в) 2 28x =

x =14
x = 142

x = 196.
Ответ: 196.
е) x = −5  нет корней, так как значение квадратного корня отрицательно.
Ответ: нет решений.
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и) y + =1 5 .
y + = ( )1 5

2

у = 4
Ответ: 4.
№ 57
Доказательство.

Преобразуем данное выражение к дроби 
m

n
, где m∈Z, n∈N.

б) 7 2 2 2 2 7 2 2 7 8 49 41
41

1

2 2
+( ) −( ) = ( ) − = − = − =

−
, что и требовалось доказать.

г) 
1

2 7 7

1

2 7 7

2 7 7 2 7 7

2 7 7

14

28 49

14

21

2

32 2+
−

−
=

− − −

( ) −
=

−
−

=
−
−

= , что и требовалось до-

казать.
№ 58
б) Доказательство (методом от противного).

1 11 1 2 11 11 12 2 11
2 2

−( ) = − + ( ) = − .
Пусть 12 2 11−  не является иррациональным числом, то есть 12 2 11− = r , 

где r — рациональное число.

Тогда верно равенство 11
12

2
=

− r
, левая часть которого иррациональна, 

а правая рациональна.
Следовательно, предположение неверно, и  12 2 11−  является иррациональ-

ным числом.
Из раздела для повторения укажем примеры решения и  ответы к  заданиям, 

выполнение которых рекомендуется. Учитель может выбрать и  другие задания, 
которые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от име-
ющихся у учащихся затруднений.

Задание № 63 готовит учащихся к выполнению более сложных преобразова-
ний выражений с корнями, где необходимо будет раскрывать модуль (пункт 3.3.2).

Упростим выражение:
а) если t ≥ 0, то | t | = t;
б) если b > 2, то 2 – b < 0, а значит, | 2 – b | = b –2;
в) | 6 – 0,5x |, если x < 1,2, то 6– 0,5x > 0, а значит | 6 – 0,5x | = 6 – 0,5x.
Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 76*
Предположим, что число r = + +2 3 5  рациональное. Тогда

2 3 5 2 3 5 2 2 6 3 2 5 5

6 5
2

6 5

2 2 2

2
2

4

+ = − ⇒ +( ) = −( ) ⇒ + + = − + ⇒

⇒ + = ⇒ +( ) =

r r r r

r
r

r
r

44
6 2 30 5

4
30

20 24

8
2

4 4 2

⇒ + + = ⇒ =
− −

r r
r r r

r

Но если r рационально, то и 
r r

r

4 220 24

8

− −
 — рациональное число, и оно не 

может равняться иррациональному числу 30 .
№ 77*
Пусть x, y и z доли стога, которые съедают соответственно коза, кобыла и ко-

рова за один месяц. Тогда условие можно переписать в виде следующей системы:
x y

x z

y z

x y

x z

y z

x

+ =

+( ) =

+( ) =













⇔

+ =

+ =

+ =










⇒ +

1

3

4
1

1

3
1

1

4

3
3

2 yy z x y z x+( ) = ⇔ + + = ⇒ = −
16

3

8

3

1

3
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Но коза не может съесть отрицательное количество сена.
№ 78*
Рассмотрим произведение двух особых чисел m 2 + 2n 2 и x 2 + 2y 2:
(m 2 + 2n 2) (x 2 + 2y 2) = m 2x 2 + 2m 2y 2 + 2n 2x 2 + 4n 2y 2 = m 2x 2 + 4n 2y 2 + 2 (m 2y 2 + n 2x 2) =
= m 2x 2 + 4mnxy + 4n 2y 2 + 2 (m 2y 2 – 2mnxy + n 2x 2) = (mx + 2ny)2 + 2 (my – nx) 2.

П.3.3.2. Преобразование выражений с корнями

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение выполнять более сложные преобразования выраже-
ний, содержащих корни;

2) продолжать формировать опыт применения понятий: четные и  нечетные 
функции, а также функции, не являющиеся ни четными, ни нечетными; вводить 
в речевую практику учащихся термин «параметр»;

3) повторить понятия аргумента и значения функции, закрепить умение стро-
ить график функции у = x 2 на заданном промежутке.

На этапе актуализации рекомендуется выполнить подготовительные задания 
№ 79–80, а затем задания № 81–82, в которых учащиеся выполняют преобразо-
вание выражений с корнями с применением формул сокращенного умножения. 
Для самостоятельного открытия способа упрощения выражений, разобранных 
в примере 1 текстовой части рекомендуется использовать № 83. В более подго-
товленном классе для самостоятельного открытия способа упрощения выраже-
ний, разобранных в примерах 2–3 текстовой части рекомендуется использовать 
№ 85.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 81
Выполним действия, используя формулы сокращённого умножения:
а) 5 5 5 252 2

+( ) −( ) = − ( ) = −a a a a ;
б) b c b c b c b c−( ) +( ) = ( ) − ( ) = −

2 2
;

в) 3 4 3 4 3 4 9 16
2 2

t s t s t s t s−( ) +( ) = ( ) − ( ) = − ;

г) 1 1 2 1 2
2

2
2

+( ) = + + ( ) = + +m m m m m ;
д) p q p p q q p q pq−( ) = ( ) − + ( ) = + −

2 2 2
2 2 ;

е) 7 3 7 2 7 3 3 10 2 21
2 2 2

−( ) = ( ) − ⋅ + ( ) = − ;
ж) 2 7 2 2 2 7 7 4 49 28

2 2 2

x y x x y y x y xy−( ) = ( ) − ⋅ ⋅ + ( ) = + − ;
з) 1 1 1 13 3

−( ) + +( ) = − ( ) = −a a a a a a ;
и) m n m mn n m n m m n n+( ) − +( ) = ( ) + ( ) = +

3 3
.

№ 82
Разложим на множители:

в) a a a a a a a a14 7 7 2 7 7 2 1 7 2 1
2

− = ( ) ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ −( ) = −( ) ;
е) 64 7 8 7 8 7 8 7

2 2
y y y y− = ( ) − ( ) = −( ) +( )  при условии у ≥ 0;

и) 225 120 16 15 2 15 4 4 15 4
2 2 2

a ab b a a b b a b− + = ( ) − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ( ) = −( ) .
Вспомнив приемы разложения на множители: вынесение за скобку общего 

множителя, формулы сокращенного умножения, учащиеся разбивают задания на 
две группы.

№ 84
Упростим выражение:
б) 20 5 2 5 5 5− = − = ;
г) 28 5 45 63 2 7 5 3 5 3 7 5 7 2 5+ − + = + − + = − .
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№ 86
Упростим x x2 2 2

4 16+( ) −  при –2 ≤ x ≤ 2.
Решение.

x x x x x x x x x x

x

2 2 2 2 2 2 2
4 16 4 4 4 4 2 2 2 2

2

+( ) − = + −( ) + +( ) = −( ) ⋅ +( ) = − ⋅ + =

= −(( ) +( ) = −x x2 4 2

│x – 2│ = 2 – x, │x + 2│ = 2 + x, так как по условию –2 ≤ x ≤ 2, то есть  x –2 < 0, x + 2 ≥ 0.
№ 87
Упростим выражение:

а) 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
2

−( ) + = − + = − + = , так как 6 6 0− <  ( 6 36< );

б) 3 10 4 10 3 10 4 10 10 3 4 10 1
2 2

−( ) + −( ) = − + − = − + − = , так как 
3 10 0− <  ( 9 10< ), 4 10 0− >  ( 16 10> );

в) 1 5 1 5 1 5 1 2 5 5 5 1 6 2 5 3 5 7
2 2

−( ) − −( ) = − − − +( ) = − − + = − , так как 
1 5 0− <  ( 1 5< ).

№ 88–90 направлены на формирование умения выделять квадрат двучлена 
в подкоренном выражении и применять основное свойство корня.

№ 89

а) 9 4 5 5 4 4 5 5 2 2 5 2 5 2 5 2 5 2
2 2 2

+ = + + = ( ) + ⋅ ⋅ + = +( ) = + = + , 
так как 5 2 0+ > ;

б) 8 2 7 7 1 2 7 7 2 1 7 1 7 1 7 1 7 1
2 2 2

− = + − = ( ) − ⋅ ⋅ + = −( ) = − = − , 
так как 7 1 0− >  ( 7 1> );

в) 18 8 2 16 2 8 2 2 2 4 2 4 2 4 2 4 4 2
2 2 2

− = + − = ( ) − ⋅ ⋅ + = −( ) = − = − , 
так как 2 4 0− <  ( 2 16< ).	

№ 90
Упростим:

а) 11 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
2

+ ⋅ −( ) = +( ) ⋅ −( ) = + ⋅ −( ) = +( ) ⋅ −( ) =
= − =9 2 7 , так как 3 2 0+ > .

б) 7 24 6 6 6 1 6 6 6 1 6 6 6 1 6 6 7
2

+ + − = +( ) + − = + + − = +( ) + − = , 
так как 6 1 0+ > .

в) 
5 24 5 24

5 24 5 24

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3

2 2

2 2

+ + −

+ − −
=

+( ) + −( )

+( ) − −( )
=

+ + −

+ − −−
=

2

=
+ + −

+ − +
= = =

3 2 3 2

3 2 3 2

2 3

2 2

3

2

6

2
, так как 3 2 0− >  и  3 2 0+ > .

№ 91
Избавимся от иррациональности в знаменателе:

а) 
3

5

3 5

5 5

3 5

5
=

⋅

⋅
= ;

б) 
3

3 3

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3
6

3 3

2+
=

⋅ −( )
+( ) ⋅ −( )

=
⋅ −( )

=
−

;

в) 
5

2 3

5 2 3

2 3 2 3

5 2 3
1

5 3 5 2
+

=
⋅ −( )

+( ) ⋅ −( )
=

⋅ −( )
−

= − ;

г)

 

1

2 3 5

1 2 3 5

2 3 5 2 3 5

2 3 5

2 3 5

2 3 5

2 6

2 3

2+ −
=

⋅ + +( )
+ −( ) ⋅ + +( )

=
+ +

+( ) −
=

+ +
=

= + ++( ) ⋅
⋅

=
+ +

=
+ +5 6

2 6 6

12 18 30

12

2 3 3 2 30

12

.
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№ 92
Сравним числа:
а) 4 5 9 4 5 9 80 81

2 2∨ ⇔ ( ) ∨ ⇔ ∨ . Так как 80 < 81, то 4 5 9< .

б) 2 10 26 2 10 26 14 4 10 26 4 10 12
2 2

+ ∨ ⇔ +( ) ∨ ( ) ⇔ + ∨ ⇔ ∨ ⇔

⇔ ( ) ∨ ⇔ ∨4 10 12 160 144
2

2 . Так как 160 > 144, то 2 10 26+ > .
в)

 

7 5 2 2 6 7 5 2 2 6 12 2 35 14 4 12

2 35 2 8 3 35 4 3 1 3

2 2
− ∨ − ⇔ −( ) ∨ −( ) ⇔ − ∨ − ⇔

⇔ − ∨ − ⇔ ∧ − ⇔ 55 4 3 1 35 49 8 3

14 8 3 7 4 3 49 48

2 2( ) ∧ −( ) ⇔ ∧ − ⇔

⇔ − ∧ − ⇔ ∨ ⇔ ∨

. 

Так как 49 > 48, то 7 5 2 2 6− > − .
№ 93
1) 9 81= , 10 100= , 7 2 98= , 5 3 75= , 4 5 80= , 3 11 99= ,

2 26 104= , 95 .
2) Расположим полученные квадратные корни в порядке возрастания:

75 80 81 95 98 99 100 104, , , , , , , .

Ответ: 5 3 4 5 9 95 7 2 3 11 10 2 26, , , , , , , .
Из раздела для повторения следует обратить внимание на № 97, так как он го-

товит учащихся к пониманию нового вида функции y x= . Учитель может вы-
брать и другие задания, которые целесообразно повторить с конкретным классом, 
в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 103*

Пусть a m+ =15 , 
1

15
a

n− = , где m и n — целые числа. Тогда, a m
n

= − =
+

15
1

15
, 

следовательно, m m−( ) +( ) =15 15 1 , то есть m n mn−( ) = −15 16 . Если m ≠ n, то 

число 
16 −

−
mn

m n
 является рациональным, значит, оно не может быть равным 15 . 

Если m = n, то 16 – mn = 0, следовательно, m = n = ±4. Поэтому либо a = −4 15 , либо 
a = − −4 15 .

Ответ: ± −4 15 .
№ 104*
13 48 13 2 12 1 2 12 12 1 12

2
+ = + = + + = +( ) ;

5 13 48 5 1 12 4 12 4 2 3 3 2 3 1 3 1
2

− + = − +( ) = − = − = − + = −( ) ;

3 5 13 48 3 3 1 3 3 1 2 3+ − + = + − = + − = + ;

2 3 5 13 48 2 2 3 8 4 3 2 2 2 6 6 2 6+ − + = + = + = + ⋅ ⋅ + = + .
Ответ: 2 6+ .
№ 105*
Воспользуемся тем, что

1

1

1

1 1

1

1
1

n n

n n

n n n n

n n

n n
n n

+ +
=

+ −

+ +( ) + −( )
=

+ −

+( ) −
= + − .

Поэтому
1

1 2

1

2 3

1

99 100
2 1 3 2 100 99

100 1 10 1 9

+
+

+
+ +

+
= −( ) + −( ) + + −( ) =

= − = − =

 

.
Ответ: 9.
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П.3.3.3. График функции y x==

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся с функцией y x= ; выявить ее свойства; сформи-
ровать умение строить график функции y x= ;

2) повторить понятие арифметического квадратного корня и закрепить уме-
ние преобразовывать выражения с корнем; повторить смысл терминов «необхо-
димо» и «достаточно» и закрепить умение их использовать; закрепить умение ре-
шать уравнения с помощью разложения на множители.

Для знакомства с  функцией y x=  и  самостоятельного открытия ее свойств 
рекомендуется использовать № 107. Задание № 106 актуализирует понятие ариф-
метического корня и готовит учащихся к работе на уроке.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 108
1) Если x  = 0, то x = 0 (проверка: 02 = 0),
если x  = 1, то x = 1 (проверка: 12 = 1),
если x  = 2, то x = 4 (проверка: 22 = 4),
если x  = 2,5, то x = 6,25 (проверка:  

2,52 = 6,25).
2) Если x = 0, то x  = 0 (проверка: 02 = 0),
если x = 1, то x  = 1 (проверка: 12 = 1),
если x = 2, то x  ≈ 1,4 (проверка:  

1,42 = 1,96 ≈ 2),
если x = 2,5, то x  ≈ 1,6 (проверка:  

1,62 = 2,56 ≈ 2,6, но 1,52= 2,25 ≈2,3, то есть ближе к значению 2 5,  число 1,6).
№ 110
Чтобы ответить на вопросы, надо срав-

нить значения функции у = b и у = b
а) если 0 < b < 1, то b < b ;
б) если b > 1, то b > b .
Значения чисел в точках пересечения яв-

ляются решениями системы уравнений: 
y x

y x

=

=






,

то есть b = 0, b = 1.
Из раздела для повторения учитель может 

выбрать любые задания, которые целесообразно повторить с конкретным клас-
сом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№ 123*
Пусть у первой было m яиц, и продавала она их по x рублей, а у второй — n яиц, 

и продавала она их по y рублей. Тогда условие задачи можно переписать следую-
щим образом:

mx ny

nx

my

nxmy

=
=
=









⇒ =270

120

32400

Отсюда mx ny= = =32400 180 . Поэтому 
n

m

nx

mx
= = =

270

180

3

2
. По условию  

m + n = 100. Отсюда получаем: m + 1,5m = 100, то есть m = 40, n = 1,5m = 60.
Ответ: 40 яиц у первой, 60 яиц у второй.
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№ 124*
Ответ. Например, у  чисел 100…000999999899 и  100…000999999900 суммы 

цифр 81 и 64 соответственно.
№ 125*
Посмотрим, на какую цифру оканчивается произведение чисел из первого 

десятка (при этом будем учитывать то, что на последнюю цифру произведения 
влияет только последняя цифра сомножителей):

1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 = 24 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 = …4 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 = …8 ∙ 8 ∙ 9 = …4 ∙ 9 = …6.
Тогда на ту же цифру будут заканчиваться и произведения:

11 ∙ 12 ∙ 13 ∙ 14 ∙ 16 ∙ 17 ∙ 18 ∙ 19 = …6;
21 ∙ 22 ∙ 23 ∙ 24 ∙ 26 ∙ 27 ∙ 28 ∙ 29 = …6;

…
1801 ∙ 1802 ∙ 1803 ∙ 1804 ∙ 1806 ∙ 1807 ∙ 1808 ∙ 1809 = …6.

Учитывая, что 6 ∙ 6 = 36, получаем:
1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 ∙ … ∙ 1801 ∙ 1802 ∙ 1803 ∙ 1804 ∙ 1806 ∙ 1807 ∙ 1808 ∙ 1809 ∙ 1811 ∙  

∙ 1812 = …6 ∙ …6 ∙ …6 ∙ … ∙ 1811 ∙ 1812 = …6 ∙ …2 = …2
Ответ. 2

П. 3.3.4. Приближенное вычисление квадратного корня*

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение вычислять приближенно значение квадратного  
корня;

2) сформировать представление об использовании последовательности чисел 

xn: x x
x

xn n
n

+ = +







1

1

2
для приближенного вычисления квадратного корня;

3) повторить способ выделения полного квадрата и закрепить умение выпол-
нять преобразование выражений с корнями.

Для самостоятельного открытия способа приближенного вычисления значения ква-
дратного корня рекомендуется последовательно выполнить задания № 126 — № 128.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 127
а) Так как 1 < 3 < 4, то 1 3 2< < . Поэтому целая часть числа 3  равна 1.
б) Так как 289 < 300 < 324, то 1 7 3 1 8, ,< < . Поэтому цифра, стоящая в разряде 

десятых числа 3  равна 7.
Так как 29929 < 30000 < 300276, то 1 73 3 1 74, ,< <  (29929 = 1732, 300276 = 1742). 

Поэтому цифра, стоящая в разряде сотых числа 3  равна 3.
№ 129
а) 4 < 5 < 9;
б) 16 < 17 < 25;
в) 289 < 301 < 324;
г) 961 < 1000 < 1024;
д) 5 ∙ 7 = 35 = 36 –1;
е) 17 ∙ 19 = (18 –1) (18 + 1) = 182–1;
ж) 7 ∙ 11 ∙ 13 = 1001; 961 < 1001 < 1024;
з) 9 ∙ 10 ∙ 11 = 990; 961 < 990 < 1024;

и) 5 7 5 2 35 7 12 2 35
2

+( ) = + + = + ; 22 12 2 35 24< + <  (см. (д)); в итоге:
4 22 5 7 24 5< < + < < .

к) 7 11 18 2 77
2

+( ) = + ; 8 77 9< < ; в итоге:
5 34 7 11 36 6< < + < = .



91

л) 24 26 50 2 624
2

+( ) = + ; 24 624 25< < ; в итоге:
9 98 24 26 100 10< < + < = .
м) 1025 1027 2052 2 1025 1027

2

+( ) = + ⋅ ; 1025 · 1027 = (1026 – 1)·(1026 + 1) = 
=10262 – 1; 1025 1025 1027 1026< ⋅ < ; в итоге:

64 4102 1025 1027 4104 65< < + < < .
Ответ: а) 2 и 3; б) 4 и 5; в) 17 и 18; г) 31 и 32; д) 5 и 6; е) 17 и 18; ж) 31 и 32; з) 31 

и 32; и) 4 и 5; к) 5 и 6; л) 9 и 10; м) 64 и 65.
№ 130
а) 332 < 1100 < 342. Поэтому 11 3 3= ,  ;
б) 3312 < 110000 < 3322. Поэтому 11 3 31= ,  ;
в) 33162 < 11000000 < 33172. Поэтому 11 3 316= ,  ;
г) 331662 < 11000000 < 331672. Поэтому 11 3 3166= ,  .
Ответ: а) 3; б) 3,3; в) 3,32; г) 3,317.
№ 131
1) 4 < 7 < 9 ⇒ 2 7 3< < ; 262 < 700 < 272 ⇒ 2 6 7 2 7, ,< < ; 2642 < 70000 < 2652 ⇒
⇒ 2 64 7 2 65, ,< <  ⇒ 7 2 64= ,  .
2) Пусть x = 7. Возьмем x1 = 3. Тогда

x x
x2 1

1

1

2

7 8

3
2 666= +







 = = ,  ;

x x
x3 2

2

1

2

7 127

48
2 645= +







 = = ,  ;

x x
x4 3

3

1

2

7 32257

12192
2 645= +







 = = ,  .

Поэтому точно можно гарантировать, что 7 2 64= ,   (на  самом деле даже 
7 2 645= ,  ).

Ответ: 2,64 (потребовалось вычислить три члена последовательности).
Из раздела для повторения рекомендуется обратить внимание на задания 

№ 133 — № 134, которые направлены на повторение способа выделения полно-
го квадрата трехчлена и готовят учащихся к изучению следующей главы. Учитель 
может выбрать и другие задания, которые целесообразно повторить с конкретным 
классом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 138* 
Можно, например, выписать последовательно следующие числа:

5 2− ;	 5 2+ ;	 5 2 5 2 5 2 3+( ) −( ) = − = ;
3 5− ;	 3 5+ ;	 3 5 3 5 9 5 4−( ) +( ) = − = ;	 4–3 = 1.
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Глава 4. Квадратичная функция
Четвертая глава посвящена изучению ключевой для школьного курса функ-

ции — квадратичной. Эта функция рассматривается в неразрывной взаимосвязи 
следующих вопросов: квадратное уравнение — квадратичная функция — квадрат-
ное неравенство, что позволяет учащимся получить целостную картину: они по-
нимают, как решение квадратных уравнений связано с графиком квадратичной 
функции, видят, как свойства квадратичной функции помогают при решении 
квадратных неравенств.

Первый параграф посвящен изучению квадратных уравнений. Учащиеся уже 
имеют опыт решения подобных уравнений: в седьмом классе они использовали 
для их решения специальные приемы разложения на множители (способ груп-
пировки с введением дополнительного слагаемого; выделение полного квадрата). 
Теперь они учатся решать полные квадратные уравнения по формуле корней. При 
выводе общей формулы применяется сформированное в 7 классе умение учащих-
ся выделять полный квадрат. При условии, что в 7 классе по тем или иным причи-
нам не уделялось достаточного внимания формированию этого умения, необхо-
димо рассмотреть один-два примера решения квадратного уравнения с помощью 
выделения полного квадрата, на котором показать прием, используемый потом 
при выводе формулы в общем виде. Отметим, что помимо общей формулы корней 
в курсе рассматривается формула для четного коэффициента при х. Здесь же уча-
щиеся знакомятся с теоремой Виета, выражающей зависимость между корнями 
квадратного уравнения и его коэффициентами, а также обратной к ней теоремой. 
При этом теорема рассматривается сначала для всех квадратных уравнений, а за-
тем формулируется для приведенных квадратных уравнений. При углубленном 
изучении курса восьмиклассники рассматривают достаточно широкий спектр за-
даний на применение теоремы Виета и обратной к ней теоремы. В общеобразова-
тельном классе этот материал можно рассмотреть в обзорном порядке. Рекомен-
дуется познакомить учащихся и со специальными приемами нахождения корней 
квадратного уравнения, которые рассматриваются в задачном разделе учебника.

• Если для коэффициентов уравнения ax 2 + bx + c = 0 выполняется равенство 

a + b + c = 0, то x1 = 1, а x2 = 
c

a
.

• Если для коэффициентов уравнения ax 2 + bx + c = 0 выполняется равенство 

a + c = b, то x1 = –1, а x2 = −
c

a
.

В курсе уделяется внимание формированию навыка анализа квадратного урав-
нения с целью поиска его рационального решения. На это направлен первый шаг 
алгоритма решения квадратных уравнений по формуле. С этой же целью учащие-
ся знакомятся с формулой для четного коэффициента при х, теоремой, обратной 
теореме Виета и специальными приемами вычисления корней. Учителю на уроке 
следует напоминать учащимся о необходимости оценивать уравнение на предмет 
выбора способа его решения: либо использовать универсальный способ решения 
(по общей формуле корней), либо применить теорему, обратную теореме Виета, 
либо использовать формулу для четного коэффициента при х, либо какой-то дру-
гой специальный прием. Целесообразно после достаточно трудоемкого решения 
уравнения предложить учащимся более действенный прием – показать более ра-
циональный способ решения этого же уравнения.

При изучении этой главы учащиеся учатся раскладывать квадратный трехчлен 
на множители, используя корни. Важно показать насколько полученные учащи-
мися новые знания помогают рационализировать процесс разложения на множи-
тели, напомнив учащимся о том, насколько сложным был этот процесс для них в  
7 классе. Отметим, что способ разложения квадратного трехчлена на множители, 
как и способ, с помощью которого можно установить, что квадратный трехчлен 
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не раскладывается на линейные множители, пригодится учащимся при решении 
рациональных неравенств методом интервалов.

Здесь же учащиеся решают текстовые задачи, математической моделью ко-
торых являются квадратные уравнения. При решении этих задач учащиеся полу-
чают опыт работы с посторонними корнями, которые могут быть получены при 
решении задачи.

Особенностью курса является вынесение вопроса о  решении квадратных 
уравнений с параметром в отдельный пункт. При этом уравнение с параметром 
становится объектом отдельного изучения: вводится понятие уравнения с пара-
метром. Прежде чем перейти к решению квадратных уравнений с параметром рас-
сматривается вопрос решения линейных уравнений с параметром. В общеобразо-
вательном классе рекомендуется ограничиться выполнением заданий, в которых 
требуется выяснить при каких значениях параметра уравнение обладает тем или 
иным свойством. При углубленном изучении курса вводится понятие решения 
уравнения с параметром, учащиеся знакомятся с алгоритмами решения уравне-
ния с параметром.

Во втором параграфе учащиеся изучают квадратичную функцию. Учащиеся уже 
знакомы с функцией y = x 2, теперь они изучают функции вида y = ax 2; y = ax 2 + h;  
y = a (x – d) 2, после чего знакомятся с квадратичной функцией y = ax 2 + bx + c. Учащи-
еся выявляют два способа построения графика квадратичной функции: с помощью 
выделения полного квадрата и с помощью вычисления координат вершины парабо-
лы. В соответствии с принципом вариативности при построении графика квадратич-
ной функции учащиеся могут использовать любой из выявленных ими способов. При 
углубленном изучении курса восьмиклассники учатся находить наибольшее и наи-
меньшее значения квадратных трехчленов на заданном отрезке. При этом они опира-
ются на изученные ими свойства графика квадратичной функции.

Еще одним применением умения строить график квадратичной функции и зна-
ний о ее свойствах становится решение квадратных неравенств, которому посвящен 
третий параграф этой главы. Отмеченная выше направленность курса на формиро-
вание навыка анализа квадратного уравнения с целью поиска рационального реше-
ния, переносится здесь на решение квадратных неравенств. Это отмечено в первом 
шаге алгоритма решения неравенств, в котором учащимся предложено упрощать 
поиск решения неравенства путем перехода к положительному старшему коэффи-
циенту. Однако, учитывая принцип вариативности, учащиеся могут решать ква-
дратные неравенства с отрицательным старшим коэффициентом и непосредствен-
но, то есть, изображая схематически параболу, ветви которой направлены вниз.

При углубленном изучении курса вводится понятие неравенства с  параме-
тром, учащиеся знакомятся с алгоритмами решения таких неравенств.

Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания четвертой главы учащиеся:
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и по-

исковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему алгоритму, определению, свойству;
• строят математическую модель текстовых задач, переводя их условие на 

язык алгебры;
• анализируют график квадратичной функции с целью выявления его свойств;
• описывают выявленные на практике зависимости между величинами в об-

щем виде, и исследуют их;
• анализируют квадратные уравнения и неравенства с целью поиска возмож-

ности упрощения их решения;
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• строят способ действия для решения нового типа уравнений и неравенств;
• записывают способы действий с помощью алгоритмов, выбирают алгоритм 

и используют его для выполнения различных задач;
• применяют известный способ выделения полного квадрата трехчлена для вы-

вода общей формулы корней квадратного уравнения и построения графика ква-
дратичной функции;

• применяют формулы при решении квадратных уравнений;
• применяют изученные способы решения квадратных уравнений для разложе-

ния на множители квадратного трехчлена;
• применяют изученные свойства квадратичной функции для решения ква-

дратных неравенств и поиска наименьшего и набольшего значения квадратного 
трехчлена на заданном отрезке;

• применяют полученные знания для решения задач практической направлен-
ности.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении четвертой главы планированием предусмотрены уроки ОНЗ, 
структура которых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса уни-
версальных учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на 
примере содержания пункта 4.1.1. «Квадратные уравнения в реальных процессах. 
Неполные квадратные уравнения и их решение».

В этом пункте учащиеся знакомятся с  понятиями квадратного уравнения, 
полного и неполного квадратного уравнения. Они уточняют и систематизируют 
способы решения неполных квадратных уравнений.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствии с требованиями 
технологии деятельностного метода Л. Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). 
На этапе мотивации учитель может предложить учащимся расшифровать понятие 
первого задания этого пункта (№ 174 (1)) и обсудить с ними для чего используются 
уравнения, все ли уравнения они уже умеют решать, после чего сформулировать 
проблему недостаточности имеющихся у них на сегодняшний момент знаний об 
уравнениях. Далее учитель может попросить учащихся сделать предположения 
о тематических рамках сегодняшнего урока.

После чего учитель организует актуализацию нужных для открытия знаний 
с помощью выполнения заданий (№ 174 (2) — № 175). Далее учащихся следует по-
знакомить с понятием квадратного уравнения (при этом можно обратиться к тексту 
учебника и рассмотреть примеры задач, математической моделью которых служат 
квадратные уравнения; задача 2 разбирается при углубленном изучении курса). По-
сле этого учитель вводит понятие неполного квадратного уравнения (для органи-
зации побуждающего диалога можно использовать задания № 177). Для самостоя-
тельного открытия способа решения квадратных уравнений рекомендуется исполь-
зовать одно из заданий № 178 или № 179 (при этом на этапе реализации проекта 
можно разбить учащихся на группы и  поставить перед ними различные задачи). 
После чего на этапе защиты полученных ими результатов алгоритмы, составленные 
учащимися, объединяются в единый эталон. В менее подготовленном классе можно 
поступить иначе: учитель выбирает, с каким из способов он сам познакомит уча-
щихся, а какой способ учащиеся будут открывать самостоятельно.

Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: способ решения неполных квадратных уравнений вида  

ax2 + bx = 0, a ≠ 0.
2. Актуализация.
Повторить: понятие уравнения, корня уравнения, способ вынесения за скоб-

ки общего множителя.
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Ввести: понятия квадратного уравнения, полного и  неполного квадратного 
уравнения, способ решения неполных квадратных уравнений вида ax2 + c = 0, a ≠ 0.

3. Задание на пробное действие.
Сформулируйте еще один способ решения неполного квадратного уравнения.
4. Фиксация затруднения.
Я не могу сформулировать способ решения неполных квадратных уравнений.
Я не могу обосновать, что сформулированный мною способ верный.
5. Фиксация причины затруднения.
Не известен еще один способ решения неполного квадратного уравнения.
6. Цель учебной деятельности.
Выявить еще один способ решения неполного квадратного уравнения.
7. Фиксация нового знания.
Учащиеся должны выявить способ решения неполных квадратных уравнений 

вида ax2 + bx = 0, a ≠ 0.
Открыть новое знание учащиеся могут, применяя имеющийся у них опыт ре-

шения уравнения, в левой части которого — произведение, а в правой — ноль, 
а также умения выносить общий множитель и раскладывать на множители. Ор-
ганизовать это открытие можно с использованием текста задания № 179. После 
чего учитель систематизирует способы решения неполных квадратных уравнений 
с помощью таблицы на стр.46 учебника.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задание № 180 (а, б),  
181 (а, б), для самостоятельной работы учащимся можно предложить № 180 (в), 181 (в).

На этапе включения в систему знаний учитель с целью пропедевтики предлагает 
учащимся № 183, в более подготовленном классе в рамках опережающего обучения 
можно выполнить № 182. После чего с  помощью текста учебника рекомендуется 
разобрать решение квадратных уравнений, полученных при решении задач 1 и 2 
доступными на данном этапе обучения методами (выделением полного квадрата).

Для повторения с  целью подготовки вывода общей формулы корней реко-
мендуется выполнить № 184. На этапе рефлексии можно обратиться к  эпиграфу 
и предложить учащимся прокомментировать его с точки зрения содержания се-
годняшнего урока. После чего учащимся предлагается оценить процесс и резуль-
тат своей работы на уроке.

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы которого 
рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: уроки реф-
лексии тренировочного и коррекционного типов, где учащиеся вырабатывают и закрепля-
ют свое умение применять новые понятия и способы действий, учатся самостоятельно 
выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою учебную деятельность.

В течение изучения четвертой главы учащимся предлагаются ссылки на два 
экспресс-теста, которые можно использовать для урока рефлексии или в качестве 
домашней работы.

Планированием также предусмотрены и  уроки обучающего контроля. Перед 
проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлексии с ис-
пользованием содержания соответствующего раздела «Задачи для самоконтроля».

§ 1. Квадратные уравнения
П.4.1.1. Квадратные уравнения в реальных процессах. Неполные квадрат-

ные уравнения и их решение

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятия полного и неполного квадратного уравнения, сфор-
мировать умение определять коэффициенты квадратных уравнений;

2) сформировать умение решать неполные квадратные уравнения;
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3) повторить способ выделения полного квадрата в  квадратном трехчлене 
и закрепить умение выносить общий множитель за скобки.

Для самостоятельного открытия способа решения неполных квадратных 
уравнений вида ax2 + c = 0, a ≠ 0 рекомендуется выполнить № 178. Для са-
мостоятельного открытия способа решения неполных квадратных уравне-
ний вида ax2 + bx = 0, a ≠ 0 рекомендуется выполнить № 179. Актуализация 
нужных для открытия знаний организуется с помощью выполнения заданий 
№ 174 — № 177.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.

№ 180
а) 4x2 = 0 ⇔ x2 = 0 ⇔ x = 0
Ответ: 0.
б) 4x2 + 4 = 0 ⇔ 4(x2 + 1) = 0 ⇔ x2 = –1 ⇔ x ∈ ∅.
Ответ: нет решений.
В более подготовленном классе можно оформить решение с помощью знака 

совокупности:

в) 4 4 0 4 1 0 1 1 0
1

1
2 2x x x x

x

x
− = ⇔ −( ) = ⇔ −( ) +( ) = ⇔

=
= −




 .

Ответ: {–1; 1}.

№ 181

а) 4 0 4 1 0
0

1

4

2x x x x
x

x
+ = ⇔ +( ) = ⇔

=

= −









.

Ответ: −
1

4
; 0.

б) x x x x
x

x
2 4 0 4 0

0

4
+ = ⇔ +( ) = ⇔

=
= −




 .

Ответ: –4; 0.

в) x x x x
x

x
2 9 0 9 0

0

9
− = ⇔ −( ) = ⇔

=
=




 .

Ответ: {0; 9}.

№ 182
Учащиеся должны заметить, что уравнения напоминают изученные ими не-

полные квадратные уравнения. Отметим, что это задание можно предложить бо-
лее подготовленным учащимся в целях опережающего обучения, так как способ 
замены переменной будет изучаться далее.

а) x4 – 3x2 = 0.
Пусть x 2 = a.
Тогда решим уравнение относительно a:

a a a a
a

a
2 3 0 3 0

0

3
− = ⇔ −( ) = ⇔

=
=






Выполним обратную замену:
1 случай: x 2 = 0 ⇔ x = 0

2 случай: x
x

x

2 3
3

3
= ⇔

=

= −







Ответ: {– 3 ; 0; 3 }.
б) 5x4 + 3x2 = 0.
Пусть x 2 = a.
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Тогда решим уравнение относительно a:

5 3 0 5 3 0
0

3

5

2a a a a
a

a
+ = ⇔ +( ) = ⇔

=

= −









Выполним обратную замену
1 случай: x 2 = 0 ⇔ x = 0.

2 случай: x2 3

5
= − , тогда x ∈ ∅, так как x 2 ≥ 0 при x ∈ R.

Ответ: {0}.
в) 3x2 – │x│= 0 ⇔ 3│x│2 – │x│=0.
Пусть | x | = b.
Тогда решим уравнение относительно b:

3 0 3 1 0
0

1

3

2b b b b
b

b
− = ⇔ −( ) = ⇔

=

=









Выполним обратную замену:
1 случай: | x | = 0 ⇔ x = 0

2 случай: x
x

x

= ⇔
=

= −










1

3

1

3
1

3

Ответ: −{ }1

3
0

1

3
; ; .

г) 2x2 + 8│x│= 0 ⇔ 2│x│2 + 8│x│= 0
Пусть | x | = b.
Тогда решим уравнение относительно b:

2 8 0 2 8 0
0

4
2b b b b

b

b
+ = ⇔ +( ) = ⇔

=
= −






Выполним обратную замену
1 случай: | x | = 0 ⇔ x = 0
2 случай: | x | = –4, тогда x ∈ ∅, так как | x | ≥ 0 при x ∈ R
Ответ: {0}.
№ 183
а) (– 4x)2 = 0 ⇔ –4x = 0 ⇔ x = 0.
Ответ: {0}.

в) 3 3 36
3 3 6

3 3 6

1

3
2

x
x

x

x

x
+( ) = ⇔

+ =
+ = −




 ⇔

=
= −




 .

Ответ: {–3; 1}.

е) 2 4 8
2 4 8

2 4 8

2 2

2 2 2

2
x

x

x

x

x
+( ) = ⇔

+ =

+ = −







⇔
= − +

= − −







Ответ: − − − +{ }2 2 2 2; .

з) – 4 (1 – x)2 = 3 ⇔ (1 – x)2 = –
3

4
 ⇔ x ∈ ∅, так как (1 — x)2 ≥ 0 при x ∈ R.

Ответ: нет решений.
Уравнения можно разбить на три группы: нет решений, одно решение и два 

решения.
Целесообразно рассмотреть № 184 из раздела повторения с целью подготовки 

к выводу формул корней квадратного уравнения.
а) 2ах 2 + 3ах + 4а = а (2х 2 + 3х + 4).
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б) ax 2 + ax + a = a (x 2 + x + 1);

в) ax 2 + ax +1 = a (x 2 + x + 
1

a
);

г) ax 2 + bx + c = a (x 2 + 
b

a
x + 

c

a
).

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 190*
Подставив корень в уравнение, получим:

1 2 3 3 1 3 0 4 2 3+ + + +( ) + = ⇔ + + = − +( )a b a b a .
Если a ≠ –2, то правая часть равенства иррациональна, а левая рациональна.
Значит, a = –2, b = –4 – a = –2.
Ответ: a = b = –2

П.4.1.2. Формулы корней квадратного уравнения

Основные содержательные цели:

1) вывести формулы корней квадратного уравнения и сформировать умение 
их использовать;

2) повторить способы решения систем и совокупностей неравенств и закре-
пить умение использовать кванторы для записи утверждений на математиче-
ском языке; закрепить умения определять количество решений системы линей-
ных уравнений с двумя переменными; строить график кусочно-заданной функ-
ции; сформировать опыт применения понятия четности и нечетности функций.

Для самостоятельного открытия общей формулы корней квадратного уравне-
ния рекомендуется выполнить № 191 — № 194.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 195
Для того, чтобы определить количество корней квадратного уравнения, не-

обходимо вычислить дискриминант по формуле D = b 2 – 4ac.
а) 3x2 + 9x + 7 = 0, D = 92 – 4·3·7 = 81 – 84 = –3 < 0, корней нет.
б) 3x2 – 9x + 7 = 0, D = (–9)2 – 4·3·7 = 81 – 84 = –3 < 0, корней нет.
в) 3x2 + 9x – 7 = 0, D = 92 – 4·3· (–7) = 81 + 84 = 165 > 0, два корня.
г) 3x2 – 9x – 7 = 0, D = 92 – 4·3· (–7) = 81 + 84 = 165 > 0, два корня.
д) 4x2 + 4x + 1 = 0, D = 42 – 4·4·1 = 16 – 16 = 0, один корень.
е) 4x2 – 4x + 1 = 0, D = (–4)2 – 4·4·1 = 16 – 16 = 0, один корень.
ж) 4x2 + 4x – 1 = 0, D = 42 – 4·4· (–1) = 16 + 16 = 32, два корня.
з) 4x2 – 4x – 1 = 0, D = (–4)2 – 4·4· (–1) = 16 + 16 = 32, два корня.
№ 198
Применим алгоритм решения квадратных уравнений.
б) –x 2 + 8x – 16 = 0
1. Можно упростить уравнение, разделив все его коэффициенты на их общий 

числовой множитель, на (–1):
x 2 – 8x + 16 = 0.
2. Выписать значения коэффициентов а, b и c полученного уравнения:
а = 1, b = –8 и c = 16.
3. Вычислить дискриминант уравнения по формуле D = b2 – 4ac:
D = (–8)2 – 4 · 1 · 16 = 64 – 64 = 0.
4. Сравнить значение дискриминанта с нулем:
D = 0, один корень.

5. Найти корень по формуле x
b

a
= −

2
:
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x = − −( )
⋅
8

2 1
Ответ: {4}.
г) 2x 2 – 12x + 12 = 0
1. Можно упростить уравнение, разделив все его коэффициенты на их общий 

числовой множитель:
x 2 – 6x + 6 = 0.
2. Выписать значения коэффициентов a, b и c полученного уравнения:
a = 1, b = –6 и c = 6.
3. Вычислить дискриминант уравнения по формуле D = b 2–4ac:
D = (–6)2 – 4·1·6 = 36 – 24 = 12.
4. Сравнить значение дискриминанта с нулем:
D = 12 > 0, два корня.

5. Найти корни по формулам x
b D

a1 2
=
− +

 и x
b D

a2 2
=
− −

:

x x1 1

6 12

2 1

6 12

2 1
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
;

Ответ: 3 3 3 3− +{ }; .
д) x 2 — x + 1 = 0
1. Упростить уравнение нельзя.
2. Выписать значения коэффициентов a, b и c полученного уравнения:
a = 1, b = –1 и c = 1.
3. Вычислить дискриминант уравнения по формуле D = b 2–4ac.:
D = (–1)2 – 4 · 1 · 1 = 1 – 4 = –3.
4. Сравнить значение дискриминанта с нулем:
D = –3 < 0, нет корней.
Ответ: нет решений.
№ 201
Сначала необходимо уравнения привести к стандартному виду, а затем при-

менить алгоритм решения квадратных уравнений.
а) у 2 + 1 = –2,5у
у 2 + 2,5у + 1 = 0
Можно упростить уравнение, умножив все его коэффициенты на 2:
2у 2 + 5у + 2 = 0
а = 2, b = 5 и c = 2
D = b 2 – 4ac.
D = 52 – 4·2·2 = 25 – 16 = 9
D = 9 > 0, два корня.

x
b D

a1 2
=
− +

 и x
b D

a2 2
=
− −

x x1 2

5 9

2 2

5 9

2 2
=
− +

⋅
=
− −

⋅
;

Ответ: {–2; –0,5}.
б) х (х – 3) = 10
х 2–3х — 10 = 0
Упростить уравнение нельзя.
 а = 1, b = –3 и c = –10
D = b 2 – 4ac.
D = (–3)2 – 4 · 1 · (–10) = 9 + 40 = 49
D = 49 > 0, два корня.

x
b D

a1 2
=
− +

 и  x
b D

a2 2
=
− −
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x1

3 49

2 1
=
− −( ) +

⋅
; x2

3 49

2 1
=
− −( ) −

⋅
x1 = 5; 		  x2 = –2
Ответ: {–2; 5}.
в) 3 (х 2 – 2х +4) — 2 = 4 (х +2)
3х 2 – 6х + 12 – 2 = 4х +8
3х 2 – 10х + 2 = 0
Упростить уравнение нельзя.
а = 3, b = –10 и c = 2
D = b 2 – 4ac.
D = (–10) 2 – 4·3·2 = 100 – 24 = 76
D = 76 > 0, два корня.

x
b D

a1 2
=
− +

 и  x
b D

a2 2
=
− −

x x1 2

10 76

2 3

10 76

2 3
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
;

x1

5 19

3
=

+
;              x2

5 19

3
=

−

Ответ: 5 19

3

5 19

3

− +







; .

г) (2х – 2) (3 – х) + (х + 2)2 = 5 (х + 3) (3 – х) – 31
–2х 2 + 6х – 6 + 2х + х 2 + 4х + 4 = 45 – 5х 2 – 31
4х 2 + 12х – 16 = 0
Можно упростить уравнение, разделив все его коэффициенты на 4:
х 2 + 3х – 4 = 0
а = 1, b = 3 и c = –4
D = b 2 – 4ac.
D = 32 – 4·1· (–4) = 9 + 16 = 25
D = 25 > 0, два корня.

x
b D

a1 2
=
− +

 и  x
b D

a2 2
=
− −

x x1 2

3 25

2 1

3 25

2 1
=
− +

⋅
=
− −

⋅
;

x1 = 1;                   x2 = –4
Ответ: {–4; 1}.
№ 202
Решение:
а) 3x 2 – 5px + 6p 2 = 0
Упростить уравнение нельзя.
a = 3, b = –5p и c = 6p 2

D = b 2 – 4ac.
D = (–5p)2 – 4·3·6p 2 = 25p 2 – 72p 2 = –47p 2

D = –47p 2 < 0, нет корней.
Ответ: нет решений.
б) 9x 2 – 6 5 x + 2 = 0
Упростить уравнение нельзя.
a = 9, b = –6 5  (k = –3 5 ) и c = 2.
D1 = k 2 – ac.
D1 = (–3 5 )2 – 9·2 = 45 – 18 = 27
D1 = 27 > 0, два корня.
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x
k D

a1
1=

− +
 и x

k D

a2
1=

− −

x x1 2

3 5 3 3

9

3 5 3 3

9
=

+
=

−
;

x1

5 3

3
=

+
;       x2

5 3

3
=

−

Ответ: 5 3

3

5 3

3

− +







; .

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 211*

Первое решение. По условию a2 < 4b, c2 < 4d. Покажем, что тогда 
a c b d+





 < +








2
4

2

2

. 

Заметим, что 2ac ≤ a 2 + c 2 (так как a2 + c2 – 2ac = (a – c)2 ≥ 0). Поэтому:
a c

a ac c a a c c a c
+






 = + +( ) + +( ) +( ) = +( ) <

2

1

4
2

1

4

1

2

1

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2  m 44 4 4
2

b d
b d

+( ) = +





 .

Второе решение. Из вывода формул для корней квадратного уравнения следу-
ет, что если у квадратного уравнения x2 + ax + b = 0 нет корней, то при любом x 
выполнено неравенство x2 + ax + b > 0. Из условия получаем: x2 + ax + b > 0, x2 + 
+ cx + d > 0. Но тогда и

(x2 + ax + b) + (x2 + cx + d) = 2x2 + (a + c) x + (b + d) > 0 при любом x.

Значит, x
a c

x
b d2

2 2
0+

+
+

+
>  при любом x и уравнение x

a c
x

b d2

2 2
0+

+
+

+
=  не 

имеет корней.
Ответ: верно.
№ 212*
Предположим противное.
Пусть все три числа отрицательны. Тогда их сумма также меньше нуля, но
(x2 + 2xy + z2) + (y2 + 2yz + x2) + (z2 + 2xz + y2) = x2 + 2xy + y2 + y2 + 2yz + z2 + z2 + 

+ 2xz + x2 = (x +y)2 + (y + z)2 + (z + x)2 ≥ 0.
Получили противоречие.
№ 213*
Пусть сначала на доске было написано уравнение ax2 + bx + c = 0. Тогда через n 

минут будет выписано уравнение (a + n)x2 + (b + n)x + (c + n) = 0. Его дискриминант
D = (b + n)2 – 4(a + n)(c + n) = –3n2 + (2b – 4a – 4c)n + (b2 – 4ac)
является трехчленом (относительно переменной n) с отрицательным старшим 

коэффициентом. Значит, при некотором натуральном n дискриминант будет от-
рицательным (достаточно взять n такое, что n >│2b – 4a – 4c│ и n >│b2 – 4ac). По-
этому на доске появится трехчлен, не имеющий корней.

№ 214*
Из условия следует, что квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет два корня. Зна-

чит, D = b 2 – 4ac > 0. Дискриминант квадратного уравнения ax2 + 2bx + 4c = 0 равен
(2b) 2 – 4a ∙ 4c = 4b 2 – 16ac = 4D > 0.
Поэтому уравнение ax2 + 2bx + 4c = 0 тоже имеет два корня.
Ответ: два корня
№ 215*
Подойдут, например, следующие квадратные уравнения:
x 2 = 0,	 x 2 + 2x + 1 = 0,	 x 2 – 2x + 1 = 0.
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У каждого из них по одному корню, так как x 2 + 2x + 1 = (x + 1)2, x 2 – 2x + 1 = 
= (x – 1)2, а любые два таких квадрата не могут одновременно обратиться в нуль. 
Поэтому для любого x:

2x 2 + 2x + 1 = x 2 + (x + 1)2 > 0;
2x 2 – 2x + 1 = x 2 + (x – 1)2 > 0;
x 2 + 1 > 0.
Ответ: может.
№ 216*
По условию D = a2 – 4b > 0. Тогда уравнение примет вид

P x P x D x ax b x D a x D b

x a D x b D a D

( ) + +( ) = + + + +( ) + +( ) + =

= + +( ) + + + =

2
2

22 2 2 0
.

Посчитаем четверть дискриминанта получившегося квадратного уравнения. 
Она равна

a D b D a D a b D+( ) − + +( ) = − − =
2

22 2 4 0 .
То есть уравнение имеет ровно один корень.
Ответ: один корень.
№ 217*
Из формулы для корней квадратного уравнения следует, что если D > 0, то раз-

ность корней уравнения x2 + ax + b = 0 равна D . Поэтому корни уравнений из 
условия задачи имеют следующий вид: p и p + 1; q и q + 2; r и r + 3. Теперь решение 
задачи очевидно:

p + q + (r + 3) = (p + 1) + (q + 2) + r.

П.4.1.3. Решение уравнений, сводящихся к квадратным

Основные содержательные цели:
1) сформировать умение решать уравнения, сводящиеся к квадратным, мето-

дом замены переменной;
2) сформировать понятие биквадратного уравнения;
3) тренировать умение решать квадратные уравнения с помощью формул кор-

ней; закрепить умение строить кусочно-заданные функции.
На подготовку открытия метода замены переменной при решении квадратных 

уравнений направлены задания № 218–221. Для введения понятия биквадратно-
го уравнения можно использовать задание № 222. Для самостоятельного открытия 
метода замены переменной при решении квадратных уравнений рекомендуется 
выполнить одно из заданий № 223 или № 224 (можно дать по одному из заданий 
разным группам учащихся). После реализации проектов учащиеся обобщают ис-
пользованный ими прием и формулируют алгоритм решения уравнений, сводя-
щихся к квадратным (№ 225).

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 226
Применим метод замены переменной.
а) 5x 4 – 8x 2 + 3 = 0
1) Определить, какое выражение нужно обозначить новой переменной, чтобы 

получить квадратное уравнение:
5 (x 2)2 – 8x 2 + 3 = 0
Пусть x 2 = t
Тогда получим уравнение:
5t 2 – 8t + 3 = 0
2) Решить полученное уравнение относительно новой переменной:
a = 5, b = –8 и c = 3
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D1 = (–4)2 – 5·3 = 1
D1 = 1 > 0, два корня.

t t1 2

4 1

5

4 1

5
=
− −( ) +

=
− −( ) −

;

t1 = 1;	  t2 = 0,6
3) Вернуться к  «старой» переменной, приравнивая выражение, выбранное 

в пункте 1, к найденным значениям новой переменной:
x 2 = 1 или x 2 = 0,6
4) Решить полученное уравнение (уравнения) относительно «старого» неиз-

вестного:
x1 = –1  	 x3 = 0 6,

x2 = 1  	 x4 = − 0 6,

Ответ: − −{ }1 0 6 0 6 1; , ; , ; .
б) x 4 – 2x 2 – 8 = 0
(x 2)2 – 2x 2 – 8 = 0
Пусть x 2 = d, тогда
d 2 – 2d – 8 = 0
a = 1, b = –2 и c = –8
D1 = (–1)2 – 1· (–8) = 9
D1 = 9 > 0, два корня.

d d1 2

1 9

1

1 9

1
=
− −( ) +

=
− −( ) −

;

d1 = 4;	 d2 = –2
Вернемся к переменной х:
x 2 = 4 или x 2 = –2
x1 = –2      x ∈ ∅, так как x 2 ≥ 0 при x ∈ R
x2 = 2
Ответ: {–2; 2}.
№ 227
Применим метод замены переменной.
б) 2x 2 + 3| x | – 9 = 0
1) Определить, какое выражение нужно обозначить новой переменной, чтобы 

получить квадратное уравнение:
2| x |2 + 3| x | – 9 = 0
Пусть | x | = m, тогда получим уравнение:
2m 2 + 3m – 9 = 0
2) Решить полученное уравнение относительно новой переменной:
a = 2, b = 3 и c = –9
D = 32 – 4 · 2 · (–9) = 9 + 72 = 81
D = 81 > 0, два корня.

m m1 2

3 81

2 2

3 81

2 2
=
− +

⋅
=
− −

⋅
;

m1 =1,5;	 m2 = –3
3) Вернуться к  «старой» переменной, приравнивая выражение, выбранное 

в пункте 1, к найденным значениям новой переменной:
| x | = 1,5 или | x | = –3
4) Решить полученное уравнение (уравнения) относительно «старой» пере-

менной:
x1 = –1,5            x ∈ ∅, так как | x |≥ 0 при x ∈ R.
x2 = 1,5.
Ответ: {–1,5; 1,5}.
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в) x 2 +5| x | + 4 = 0 ⇔ | x |2 +5| x | + 4 = 0
Пусть | x | = n, тогда
n 2 + 5n + 4 = 0
a = 1, b = 5 и c = 4
D = 52 – 4 · 1 · 4 = 25 – 16 = 9
D = 9 > 0, два корня.

n n1 2

5 9

2 1

5 9

2 1
=
− +

⋅
=
− −

⋅
;

n1 = –1;	 n2 = –4
| x | = –1 или | x | = –4
В обоих уравнениях x ∈ ∅, так как | x |≥ 0 при x ∈ R.
Ответ: нет решений.
Заметим, что выяснить, что уравнение x 2 + 5| x | + 4 = 0 не имеет корней, можно 

было сразу, так как левая часть уравнения положительна при любых х (x2 ≥ 0, 5│x│≥ 0, 
значит их сумма с положительным числом положительна), а правая часть равна нулю.

№ 228
Чтобы ответить на вопрос, сколько корней может быть у уравнения x2 + p│x│+ 

+ q = 0, учащиеся могут обратиться к предыдущему заданию и обобщить свои на-
блюдения.

Так как x2 =│x│2, то после замены | x | = n уравнение x2 + p│x│+ q = 0 становится 
квадратным: n2 + pn + q = 0. Это уравнение в зависимости от значения дискри-
минанта может иметь один корень, два корня или не иметь корней. В последнем 
случае исходное уравнение также не будет иметь корней.

Рассмотрим случай, когда полученное квадратное уравнение имеет два корня 
n1 и n2.

Если одно из чисел n1 и n2 равно нулю, то возможны два случая.
1) n1 = 0, n2 > 0, уравнение | x | = n1 имеет один корень, уравнение | x | = n2 имеет 

два корня, значит, исходное уравнение имеет три корня;
2) n1 = 0, n2 < 0, уравнение | x | = n1 имеет один корень, уравнение | x | = n2 не име-

ет корней, значит, исходное уравнение имеет один корень.
Если ни одно из чисел n1 и n2 не равно нулю, то возможны три случая.
1) n1 > 0, n2 > 0, каждое из уравнений | x | = n1 и | x | = n2 имеет два корня, значит, 

исходное уравнение имеет четыре корня;
2) n1 < 0, n1 < 0, каждое из уравнений | x | = n1 и | x | = n2 не имеет корней, значит, 

исходное уравнение также не будет иметь корней;
3) n1 и n2 имеют разные знаки, тогда одно из уравнений | x | = n1 и | x | = n2 имеет 

два корня, а второе корней не имеет, значит, исходное уравнение имеет два корня.
Рассмотрим случай, когда полученное квадратное уравнение имеет один ко-

рень n1.
1) n1 > 0, уравнение | x | = n1 имеет два корня, значит, исходное уравнение имеет 

два корня;
2) n1 < 0, уравнение | x | = n1 не имеет корней, значит, исходное уравнение также 

не будет иметь корней;
3) n1 = 0, уравнение | x | = n1 имеет один корень, значит, исходное уравнение 

имеет один корень.
Ответ: у уравнения x2 + p│x│+ q = 0 может быть один, два, три, четыре или ни 

одного корня.
№ 229
Применим метод замены переменной.
б) (x 2 – 2x)2+ 3x 2 – 6x + 2 = 0.
1) Определить, какое выражение нужно обозначить новой переменной, чтобы 

получить квадратное уравнение:
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Преобразуем левую часть уравнения.
(x 2 – 2x)2+ 3 (x 2 – 2x) + 2 = 0
Пусть x 2 – 2x = m, тогда получим уравнение:
m 2 + 3m + 2 = 0
2) Решить полученное уравнение относительно новой переменной:
D = 32 – 4 · 1 · 2 = 9 – 8 = 1

m m1 2

3 1

2 1

3 1

2 1
=
− +

⋅
=
− −

⋅
;

m1 = – 1; 	 m2 = – 2
3) Вернуться к  «старой» переменной, приравнивая выражение, выбранное 

в пункте 1, к найденным значениям новой переменной:
x 2 – 2x = –1 или x 2 – 2x = –2
4) Решить полученное уравнение (уравнения) относительно «старой» переменной:
1) x 2 – 2x = –1 ⇔ x 2 – 2x + 1 = 0 ⇔ x = 1;
2) x 2 – 2x = –2 ⇔ x 2 – 2x + 2 = 0, D = (–2)2 – 4·1·2 = 4 – 8 = –4 < 0, нет корней;
Ответ: {1}.
в) x – x  – 12 = 0 ⇔ ( x )2 – x  – 12 = 0
Пусть x  = n, тогда n 2 – n – 12 = 0
D = (–1)2 – 4·1· (–12) = 1 + 48 = 49

n n1 2

1 49

2 1

1 49

2 1
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
;

n1 = 4; 	 n2 = — 3
1) x = 4 ⇔ x = 16;
2) x  = –3 ⇔ x ∈ ∅, так как x ≥ 0 по определению арифметического ква-

дратного корня.
Ответ: {16}.
№ 230
Решим уравнение: (x – 1)4 – x2 + 2x – 73 =0
Применим метод замены переменной.
(x – 1)4 – (x2 – 2x) – 73 = 0
(x – 1)4 – (x2 – 2x + 1 – 1) – 73 = 0
(x – 1)4 – (x – 1)2 – 72 = 0

x x−( )( ) − −( ) − =1 1 72 02 2 2

Пусть (x – 1) 2 = t.
Тогда получим уравнение:
t 2 – t – 72 = 0
D = (–1)2 – 4·1· (–72) = 1 + 288 = 289
D = 289 > 0, два корня

t t1 2
1 289

2 1
1 289

2 1
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
;

t1 = 9; 	 t2 = – 8.
3) Вернемся к  «старой» переменной, приравнивая выражение, выбранное 

в пункте 1, к найденным значениям новой переменной:

x
x

x

x

x
−( ) = ⇔

− =
− = −




 ⇔

=
= −




1 9

1 3

1 3

4

2

2

(x – 1) 2 = –8 ⇔ x ∈ ∅, так как (x – 1)2 ≥ 0 при x ∈ R.
Ответ: {–2; 4}.
№ 231
Применим метод замены переменной.
1) Определить, какое выражение нужно обозначить новой переменной, чтобы 

получить квадратное уравнение:
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Преобразуем левую часть уравнения.
1

4 4

6

2
7

2x x x− +
−

−
=

1

2

6

2
7

2
x x−( )

−
−

=

1

2
6

1

2
7

2

x x−






 − ⋅

−
=

Пусть 
1

2x
t

−
= .

Тогда получим уравнение:
t 2 – 6t – 7 = 0
2) Решить полученное уравнение относительно новой переменной:
D1 = (–3) 2 – 1 · (–7) =9 + 7 = 16
D1 = 16 > 0, два корня

t t1 2

3 3 16

1

3 16

1
=
− −( ) +

=
− −( ) −

;

t1 = 7;	 t2 = –1
3) Вернуться к  «старой» переменной, приравнивая выражение, выбранное 

в пункте 1, к найденным значениям новой переменной:
1

2
7

x −
=  или 

1

2
1

x −
= −

4) Решить полученное уравнение (уравнения) относительно «старой» пере-
менной:

x = 2
1

7
             x = 1

Ответ: {1; 2
1

7
}.

№ 232
Разложим многочлен на множители, применив группировку:
(4x 4 + 32x) + (3x 3+ 24) = 0
4x (x 3 + 8) + 3 (x 3 + 8) = 0
(x 3 + 8) (4x + 3) = 0
x 3 + 8 = 0 или 4x + 3 = 0
x 3 = –8              x = –0,75
x = –2
Ответ: {–2; –0,75}.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 238*
Пусть a и b — данные числа. Тогда условие можно переписать так:
a b

ab a b ab
a

b

a

b

+
= ⇔ +( ) = ⇔ +






 =

2
25 24 12 25 12 1 25: : .

Обозначим t
a

b
= , тогда последнее равенство примет вид: 12t2 – 25t + 12 =0

Решения последнего уравнения t1

3

4
=  и  t2

4

3
= . Значит отношение исходных 

чисел равно 
9

16
 или 

16

9
.

Ответ: 
9

16
 или 

16

9
.
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4.1.4. Теорема Виета и обратная к ней теорема

Основные содержательные цели:

1) сформулировать и доказать теорему Виета и обратную к ней теорему;
2) сформировать умение применять эти теоремы при выполнении различных 

заданий*;
3) сформировать умение использовать теорему, обратную теореме Виета, для 

нахождения корней квадратного уравнения;
4) познакомить учащихся со специальными приемами вычисления корней 

квадратного уравнения;
5) тренировать умение решать уравнения, сводящиеся к  квадратным, мето-

дом замены переменной; повторить способ формулировки теоремы, обратной 
данной.

Для самостоятельного открытия теоремы Виета рекомендуется выполнить 
№ 239 — № 240.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 242
а) Преобразуем выражение x x1

2
2
2+  так, чтобы выделить в нем сумму и произ-

ведение x1 и x2:
x x x x x x x x x x x x1

2
2
2

1
2

2
2

1 2 1 2 1 2

2

1 22 2 2+ = + + − = +( ) −
Так как x1 и x2 – корни данного квадратного уравнения, то по теореме Виета 

имеем: x x1 2

10

5
2+ = − = − , x x1 2

1

5
0 2⋅ =

−
= − , .

Подставим эти значения в  преобразованное выражение: 
x x x x x x1

2
2
2

1 2

2

1 2
22 2 2 0 2 4 0 4 4 4+ = +( ) − = −( ) − ⋅ −( ) = + =, , , .

Ответ: 4,4.
б) Преобразуем выражение x x1

3
2
3+ так, чтобы выделить в нем сумму и произ-

ведение x1 и x2:
x x x x x x x x x x x x x x x x1

3
2
3

1 2 1
2

1 2 2
2

1 2 1
2

1 2 2
2

1 23+ = +( ) − ⋅ +( ) = +( ) − ⋅ + + −33

3

1 2

1 2 1 2

2

1 2

x x

x x x x x x

( ) =
= +( ) +( ) −( )
Так как x1 и x2– корни данного квадратного уравнения, то по теореме Виета 

имеем: x x1 2

10

5
2+ = − = − , x x1 2

1

5
0 2⋅ =

−
= − , .

Подставим эти значения в преобразованное выражение: 
(x1 +x2)((x1 +x2)

2 – 3x1x2) = (–2)((–2)2 – 3 · (–0,2)) = (–2)(4 + 0,6) = –9,2
Ответ: –9,2.
Обращаем внимание на задания в  № 246–248. В  результате работы с  этими 

заданиями учащиеся знакомятся со специальными приемами вычисления корней 
квадратных уравнений. Сначала учащиеся в результате своих наблюдений форму-
лируют свои гипотезы о свойствах найденных ими корней. Далее учащимся мож-
но предложить доказать эти гипотезы (№ 248). В дальнейшем следует обращать 
внимание учащихся на использование выявленных ими приемов вычисления 
корней в удобных для этого случаях.

Рассмотрим, каким образом сформулированные учащимися гипотезы могут 
быть ими доказаны.

№ 248
а) Доказательство.
Покажем, что число 1 является корнем уравнения.
Действительно, a ∙ 12 + b ∙ 1 + c = a + b + c = 0.

Тогда по теореме Виета второй корень равен 
c

a
.
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б) Доказательство.
Покажем, что число –1 является корнем уравнения.
Действительно, a ∙ (–1) 2 + b ∙ (–1) + c = a – b + c = 0. Тогда по теореме Виета 

второй корень равен −
c

a
.

№ 250
Можно воспользоваться теоремой, обратной теореме Виета.
Если х1 + х2 = − +( )2 1 8  и х1 · х2 = 8 2 , то х1 и х2 корни приведенного квадрат-

ного уравнения.
Подберем такие числа:
− +( ) = − − = − + −( )2 1 8 2 4 2 2 4 2 ,
8 2 2 4 2= − ⋅ −( ) .
То есть х1 = –2 и х2 = −4 2
Уравнение имеет два корня, один из которых рациональный и равен –2.
Ответ: –2.
№ 254
а) Если х1 = 2 и х2 = –3 — корни данного квадратного уравнения, то по теореме 

Виета имеем:

1) x x
b

a1 2+ = − , то есть −
b

a
 = –1, b = a.

2) x x
c

a1 2⋅ = , то есть 
c

a
= –6, c = –6a.

Составим искомое уравнение, учитывая полученные значения:
ах 2 + bx + c = 0 ⇔ ах 2 + аx – 6а = 0 ⇔ х 2 + x – 6 = 0.
Следует отметить, что в задании не требовалось искать приведенное уравне-

ние, поэтому подойдет любое уравнение вида ax 2+ ax – 6a = 0, где а ≠ 0.
Ответ: x 2 + x – 6 = 0.

в) Если х1 = 
1

4
 и х2 = 

1

6
 — корни данного квадратного уравнения, то по теоре-

ме Виета имеем:

1) x x
b

a1 2+ = − , то есть − =
b

a

5

12
, b a= −

5

12
.

2) x x
c

a1 2⋅ = , то есть 
c

a
=

1

24
, c

a
=

24
Составим искомое уравнение, учитывая полученные значения:

ах 2 + bx + c = 0 ⇔ ах 2 –
5

12
ax +

a

24
 = 0 ⇔ х 2 –

5

12
x +

1

24
 = 0 ⇔ 24х 2 – 10x +1 = 0.

Ответ: 24х 2 – 10x +1 = 0.
№ 255

б) Если х1 = 
4

7
 и х2 = 5 — корни данного квадратного уравнения, то по теореме 

Виета имеем:

1) x x
b

a1 2+ = − , то есть − =
b

a
5

4

7
, b a= −5

4

7
.

2) x x
c

a1 2⋅ = , то есть 
c

a
= 2

6

7
, c a= 2

6

7
.

Составим искомое уравнение, учитывая полученные значения:

ах 2 + bx + c = 0 ⇔ ах 2– 5
4

7
ax + 2

6

7
a = 0 ⇔ х 2– 5

4

7
x + 2

6

7
 = 0 ⇔ 7х 2 – 39x + 20 = 0.

Ответ: 7х 2 – 39x + 20 = 0.
№ 257

Если x1 = 
3

2
 и x2 = −

2

3
– корни данного квадратного уравнения, то по теореме 
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Виета их произведение равно 
c

a
, то есть 

c

a
= –1. Следовательно, одно из чисел c 

или a отрицательное. А значит, быть натуральным оно не может.
Ответ: не может.
№ 258
Если х1 и х2 = 2 + 3  — корни данного квадратного уравнения, то по теореме 

Виета имеем:

1) x x
b

a1 2+ = − , x
b

a1 2 3+ + = −  то есть b x a= − + +( )1 2 3 .

2) x x
c

a1 2⋅ = , x
c

a1 2 3⋅ +( ) =  то есть c x a= ⋅ +( )
1 2 3 .

Составим искомое уравнение, учитывая полученные значения:
ax bx c ax x ax x a

x x x x

2 2
1 1

2
1 1

0 2 3 2 3 0

2 3 2 3

+ + = ⇔ − + +( ) + ⋅ +( ) = ⇔

⇔ − + +( ) + ⋅ +(( ) = 0
.

Если коэффициенты должны быть целыми, надо чтобы число х1 было сопря-
женным числу 2 + 3 . Тогда получаем следующее уравнение:

x x2 2 3 2 3 2 3 2 3 0− − + +( ) + −( ) +( ) =  ⇔ х 2 – 4x + 1 = 0.
Ответ: х 2 – 4x + 1 = 0.
№ 260

Преобразуем выражение 
1 1

1 2x x
+  так, чтобы выделить в нем сумму и произве-

дение x1 и x2:
1 1

1 2

2 1

1 2x x

x x

x x
+ =

+

Так как x1 и x2– корни данного квадратного уравнения, то по теореме Виета 

имеем: x x1 2

13

3

13

3
+ = −

−
= , x x1 2

5

3

5

3
⋅ =

−
= − .

Подставим эти значения в преобразованное выражение:

1 1
13

3
5

3

2
3

51 2

2 1

1 2x x

x x

x x
+ =

+
=
−

= − .

Ответ: −2
3

5
.

№ 261

Преобразуем выражение 
1 1

1
2

2
2x x

+  так, чтобы выделить в нем сумму и произве-

дение x1 и x2:
1 1 2 2

1
2

2
2

2
2

1
2

1
2

2
2

2
2

1
2

1 2 1 2

1
2

2
2

1 2

2

x x

x x

x x

x x x x x x

x x

x x
+ =

+
=

+ + −
=

+( ) −− 2 1 2

1
2

2
2

x x

x x
Так как x1 и x2– корни данного квадратного уравнения, то по теореме Виета 

имеем: x x1 2

17

1
17+ =

−
= , x x1 2

52

1
52⋅ = = .

Подставим эти значения в преобразованное выражение:
x x x x

x x
1 2

2

1 2

1
2

2
2

2

2

2 17 2 52

52

289 104

2704

185

2704

+( ) −
=

− ⋅
=

−
= .

Ответ: 
185

2704
.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.
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Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 271*
По теореме Виета x1x2x3x4 = cb, откуда bc = 1. Но каждое из уравнений имеет кор-

ни, поэтому b2 – c ≥ 0 и c2 – b ≥ 0. Значит, b
b

2 1
  l  и 

1
2b

b  l  то есть b ≥ 1 и 
1

1
b

  l , от-

куда b = 1.
Ответ: b = c = 1.
№ 272*
Пусть x1 и  x2  — корни уравнения px2 + pqx + q =0. Тогда по теореме Виета 

x x
q

p1 2 = , x1 +x2 = –q. Отношение 
q

p
 простых чисел  — целое, значит, p = q и   

x1x2 = 1, откуда x1 = x2 = –1 и p = q = 2.
Ответ: p = q = 2.
№ 273*

Пусть x1 и x2 — корни уравнения P(x) = 0. Тогда по теореме Виета x x
c

a1 2 = , то 

есть ax1x2 = c. По условию c — нечетное; числа x1, x2, a — целые. Отсюда следует, 

что числа x1, x2, a — нечетные. По теореме Виета x x
b

a1 2+ = − , то есть b = –a(x1 + x2), 

значит, b — четное число. Тогда P(111) = a · 1112 + b · 111 + c — сумма двух нечет-
ных и одного четного числа, то есть четно.

Ответ: не может.
№ 274*
Пусть x1 и x2 — корни данного квадратного уравнения. Тогда по теореме Виета 

q = x1x2 — произведение двух целых чисел. Значит один из корней либо 1, либо –1.
Если x1 = 1, то x2 = q. И по теореме Виета p = – (1 + q) < 0. Но p — простое.
Значит x1 = –1, то x2 = q. И по теореме Виета p = – (–1 – q) = q + 1. Только 

числа 2 и 3 — простые, разность которых равна 1.
Ответ: p = 3, q = 2.
№ 275*
Домножим первое уравнение на x и вычтем из него второе. Общий корень ис-

ходных уравнений будет и корнем получившегося уравнения
(ax 3 + bx 2 + cx) – (bx 2 + cx + a) = 0 ⇔ a (x 3 – 1) = 0.
Но у последнего уравнения только один корень x = 1.
Ответ: 1.

П. 4.1.5. Квадратный трехчлен и его разложение на множители

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие квадратного трехчлена и его корней;
2) сформировать умение раскладывать квадратный трехчлен на множители 

и выявлять, что квадратный трехчлен не раскладывается на линейные множители;
3) повторить способ формулировки высказывания, обратного данному; закре-

пить умение проводить преобразование выражений с корнями.
Для введения понятия квадратного трехчлена и его корней и их первичного за-

крепления можно использовать № 276–279. Для самостоятельного открытия спо-
соба разложения квадратного трехчлена на множители рекомендуется выполнить 
№ 280. Выявить самостоятельно способ, с помощью которого можно установить, 
что квадратный трехчлен не раскладывается на линейные множители, учащиеся 
могут, выполнив № 281.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
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№ 282
а) x 2 – 5x + 6
Найдем корни квадратного трехчлена по теореме, обратной теореме Виета: 

если x1 + x2 = 5 и x1 · x2 = 6, то x1 и x2 корни квадратного уравнения x 2–5x + 6 = 0.
Подбираем числа: 2 и 3.
Тогда квадратный трёхчлен имеет два корня x1 = 2 и x2 = 3.
Значит, x2 – 5x + 6 = 1(x – 2)(x –3) = (x – 2)(x – 3).
б) 3x 2 – 5
Решим неполное квадратное уравнение:

3 5 0
5

3

5

3

5

3

2 2x x
x

x

− = ⇔ = ⇔
=

= −










Квадратный трехчлен имеет два иррациональных корня x =
5

3
 и  x = −

5

3
.

Значит, 3 5 3 5

3

5

3

2x x x− = −








 +








 .

в) –2x 2 + 5x –3
D = 52 – 4 · (–2) · (–3) = 25 – 24 = 1
D = 1 > 0, поэтому квадратный трёхчлен имеет два корня
По формуле корней квадратного уравнения:

x x1 2

5 1

4

4

4
1

5 1

4

6

4

3

2
1 5=

− +
−

=
−
−

= =
− −
−

=
−
−

= =; ,

Значит, –2x2 + 5x – 3 = –2(x – 1)(x – 1,5) = (x – 1)(3 – 2x).
№ 283
Трехчлен нельзя разложить на множители, если у  него нет корней.  

Поэтому вычислим дискриминант полных квадратных уравнений или решим 
неполное квадратное уравнение, приравнивая квадратный трехчлен к  ну- 
лю.

а) 2x 2 + 5x + 6 = 0
D = 52 – 4·2·6 = 25 – 48 = –23 < 0. Значит, нет корней.
Разложить квадратный трехчлен 2x 2 + 5x + 6 на множители нельзя, что и тре-

бовалось доказать.
б) 2x 2 + 5 = 0 ⇔ x 2 = –2,5 ⇔ x ∈ ∅.
Разложить квадратный трехчлен 2x 2 + 5 на множители нельзя, что и требова-

лось доказать.
в) –x 2 + x –3 = 0
D = 12 – 4 · (–1) · (–3) = 1 – 12 = –11 < 0. Значит, нет корней.
Разложить квадратный трехчлен –x 2 + x – 3 = 0 на множители нельзя, что 

и требовалось доказать.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 289*
Пусть x1 и x2 — корни данного квадратного трехчлена. Тогда
x2 + ax + b = (x – x1)(x – x2).
При x = 1 получаем: 1 + a + b = (1 – x1)(1 – x2). Так как | x1 | > 2 и | x2  | > 2, то  

|1 – x1 | > 1 и |1 – x2 | > 1. Значит число 1 + a + b = (1 – x1)(1 – x2) составное.
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П. 4.1.6. Квадратные уравнения с параметром

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие уравнения с параметром и умение выполнять зада-
ния, в которых требуется выяснить, при каких значениях параметра уравнение об-
ладает тем или иным свойством;

2) сформировать понятие решения уравнения с параметром и умение решать 
уравнения не ниже первой степени с параметром и уравнения не ниже второй сте-
пени с параметром*;

3) тренировать умение раскладывать на множители квадратные трехчлены; повто-
рить математический смысл использования терминов «необходимо» и  «достаточно» 
в речи; закрепить умение переводить десятичные периодические дроби в обыкновенные.

Для самостоятельного открытия понятия уравнения с  параметром и  способа 
нахождения значений параметра, при котором квадратное уравнение с параме-
тром имеет ровно один корень (имеет два корня или не имеет корней), рекомен-
дуется выполнить № 290 — № 291.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 292
Так как старший коэффициент данного квадратного уравнения не содержит 

параметр, то при любом значении параметра а оно будет оставаться квадратным.
а) Квадратное уравнение имеет два различных корня, если его дискриминант 

больше нуля. Поэтому определим дискриминант D и найдем значения a, при ко-
торых D > 0.

D = (–2a)2 – 4a(1 + a) = 4a2 – 4a – 4a2 = –4a, значит:
D > 0 ⇔ — 4a > 0 ⇔ a < 0
Ответ: при a ∈ (–∞; 0).
б) Квадратное уравнение имеет один корень, если его дискриминант равен 

нулю.
D = 0 ⇔ — 4a = 0 ⇔ a = 0.
Ответ: при a = 0.
в) Квадратное уравнение не имеет корней, если его дискриминант меньше нуля. 

Поэтому определим дискриминант D и найдем значения a, при которых D < 0.
D < 0 ⇔ — 4a < 0 ⇔ a > 0
Ответ: при a ∈ (0; +∞).
№ 293
1. Квадратное уравнение имеет единственный корень, если его дискриминант 

равен нулю.
D = a2 – 4 · 1 · 1 = a2 – 4, D = 0
Решим уравнение относительно a:
a2 – 4 = 0
(a – 2)(a + 2) = 0
a1 = 2, a2 = –2
Итак, если a = –2 или a = 2, исходное уравнение имеет один корень.
2. Найдем корень квадратного уравнения при найденных значениях a.
x 2 – 2x + 1 = 0 	 или 	 x 2 + 2x + 1 = 0
(x –1) 2 = 0 		  (x +1) 2 = 0
x = 1 		  x = –1
Ответ: уравнение имеет единственный корень при a = –2 (x = 1), a = 2 (x = –1).
№ 295
Пусть x1 и x2 корни данного квадратного уравнения. Тогда по теореме Виета 

должны выполняться одновременно два условия:
x1 + x2 = 12 и x1 · x2 = a.



113

По условию известно, что один из корней больше другого на 2 5 .
Составим и решим систему двух уравнений с двумя переменными:

x x

x x

x

x x

x

x

1 2

1 2

1

1 2

1

2

2 5

12

2 12 2 5

12

6 5

6 5

− =

+ =






⇔

= +

+ =






⇔

= +

= −






А теперь найдем значение a:
a x x= ⋅ = + − = − =1 2 6 5 6 5 36 5 31( )( ) .
Ответ: a = 31.
№ 297
Определим, при каких значениях a у квадратного уравнения будут существо-

вать два корня. Для этого вычислим его дискриминант.
D = (1 – a)2 + 4a = (a + 1)2 >0, то есть при всех a ∈ R, a ≠ –1.
По теореме Виета x1 · x2 = –a.
Знаки корней разные, если –a < 0 ⇔ a > 0.
Знаки корней одинаковые, если –a > 0 ⇔ a < 0, a ≠ –1.
Ответ: при a > 0 знаки корней разные, при a < 0, a ≠ –1 знаки корней одина-

ковые.
Замечание: другое решение можно получить, заметив, что корнями трехчлена 

будут числа a и –1.
№ 300
а) x 2 + 4x + 2a = 0
Данное уравнение квадратное, количество его корней определяется знаком 

дискриминанта D1 = 4 – 2a. Рассмотрим отдельно случаи D1 > 0, D1 = 0 и D1 < 0, 
при которых уравнение имеет, соответственно, два корня, один корень и не имеет 
корней.

D1 > 0 ⇔ 4 – 2a > 0 ⇔ a < 2.
Значит, при a ∈ (–∞; 2) уравнение имеет два корня x a1 2 2 4 2, = − ± − .
D1 = 0 ⇔ 16 – 8a = 0 ⇔ a = 2.
Значит, при a = 2 уравнение имеет один корень x = — 2.
D1 < 0 ⇔ 4 – 2a < 0 ⇔ a > 2.
Значит, при a ∈ (2;+∞) уравнение не имеет корней.
Ответ: 
при a ∈ (–∞; 2) уравнение имеет два корня x a1 2 2 4 2, = − ± − ;
при a = 2 уравнение имеет один корень x = –2;
при a ∈ (2;+∞) корней нет.
в) ax 2 + 2x – 3 = 0.
Рассмотрим два случая: a = 0 и a ≠ 0.
1) Если a = 0, то уравнение линейное: 2x – 3 = 0. Оно имеет один корень  

x = 1,5.
2) Если a ≠ 0, то уравнение квадратное, количество его корней определяется 

знаком дискриминанта D1 = 1 + 3a. Рассмотрим отдельно случаи D1 > 0, D1 = 0 и  
D1 < 0, при которых уравнение имеет, соответственно, два корня, один корень и не 
имеет корней.

D1 > 0 ⇔ 1 + 3a > 0 ⇔ a > −
1

3
 (при этом a ≠ 0)

Значит, при a∈ −





∪ +∞( )1

3
0 0; ;  уравнение имеет два корня x

a

a1 2

1 1 3
, =

− ± +
.

D1 = 0 ⇔ 1 + 3a = 0 ⇔ a = −
1

3
.

Значит, при a = −
1

3
 уравнение имеет один корень x

a
= − =

1
3 .

D1 < 0 ⇔ 1 + 3a < 0 ⇔ a < −
1

3
.
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Значит, при a ∈ −∞ −





;

1

3
 уравнение не имеет корней.

Ответ: 

при a ∈ −∞ −





;

1

3
 уравнение не имеет корней;

при a = −
1

3
 — один корень x = 3 и при a = 0 — один корень x = 1,5;

при a∈ −





∪ +∞1

3
0 0; ( ; )  уравнение имеет два корня x

a

a1 2

1 1 3
, =

− ± +
.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 310*
Первое решение. Если a = b, то левая часть уравнения тождественно равна 

нулю, и равенство справедливо для любого x.
Если же a ≠ b, то данное уравнение является квадратным. Найдем его дис-

криминант:
D

a b a b a b a b a b a b ab a b
4

2 03 3 2 2 2 4 4 3 3 2 4 4 2 2 2 2= −( ) − − − = − + + = −( )( ) ( )   l .

Значит, уравнение имеет решение.
Второе решение. Преобразуем левую часть равенства:
(a2 – b2)x2 + 2(a3 – b3)x + (a4 – b4) = (a2x2 +2a3x + a4) – (b2x2 + 2b3x + b4) =
= (ax + a2)2 – (bx + b2)2 = (ax + a2 – bx – b2)(ax + a2 + bx + b2) =
= ((a – b)x + a2 – b2)((a + b)x + a2 + b2)
Поэтому, если a – b ≠ 0, то есть решение x = – (a + b); если a + b ≠ 0, то есть 

решение x
a b

a b
= −

+
+

2 2

. Если же a = b, то левая часть тождественно равна нулю, 

и равенство справедливо для любого x.
№ 311*
Пусть x1 и  x x2 1

2=  — корни данного квадратного трехчлена. Из теоремы Виета 

a x x x3
1 2 1

3= = , следовательно, x1 = a. С другой стороны, x x1 2

15

4
+ = . Значит,

4a2 + 4a + 15 = 0  ⇔  a1 = –2,5; a2 = 1,5.
Ответ: {–2,5; 1,5}.

П. 4.1.7. Задачи, сводящиеся к решению квадратных уравнений

Основные содержательные цели:

1) выявить особенности применения алгоритма решения задач методом мате-
матического моделирования при решении задач, сводящихся к решению квадрат-
ных уравнений;

2) сформировать умение решать текстовые задачи, сводящиеся к  решению 
квадратных уравнений;

3) повторить правила выполнения арифметических действий с обыкновенны-
ми дробями и смешанными числами.

Чтобы учащиеся могли самостоятельно выявить на какие этапы решения за-
дач, сводящимся к квадратным уравнениям, следует обращать особое внимание, 
рекомендуется выполнить № 312.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 314
1. Определим, какие величины известны и какие надо найти.
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В задаче известны взаимосвязи между двумя катетами прямоугольного треу-
гольника, известна его гипотенуза. Требуется найти длины катетов.

2. Проверим соответствие единиц измерения величин.
Единицы измерения согласованы.
3. Выберем неизвестные величины и введем для них буквенные обозначения.
Обозначим длину меньшего катета x см.
4. Определим множество значений, которые могут принимать неизвестные величины.
Так как x — длина стороны (в сантиметрах), то x > 0.
5. Установим взаимосвязи между величинами.
По условию длина одного катета на 4 см больше другого, значит, его длина со-

ставляет (x + 4) см. Связь между тремя сторонами прямоугольного треугольника 
выражается через теорему Пифагора: a 2 + b 2 = c 2

6. Составим уравнение или неравенство (одно или несколько) и обоснуем их.
Длина гипотенузы известна и равна 20 см, тогда по теореме Пифагора имеем 

следующее уравнение:
x 2 + (x + 4) 2 = 202

Запишем все установленные соотношения и зафиксируем искомую величину:
x x

x

2 2 24 20

0

+ +( ) =
>





	 →	 x – ?
x + 4 – ?

7. Найдем все решения, удовлетворяющие построенной модели.
Искомое значение x должно удовлетворять каждому из составленных соотно-

шений. Сначала решим уравнение:
x 2 + (x + 4) 2 = 202

2x 2 +8x – 384 = 0
x 2 + 4x – 192 = 0
D = 42 + 4 · 192 = 784 = 282 > 0, два корня:

x x1 2

4 28

2
12

4 28

2
16=

− +
= =

− −
= −, .

Так как по условию x > 0, то отрицательный корень не подходит, и x = 12. Зна-
чит, один катет прямоугольного треугольника равен 12 см, а второй — 12 + 4 = 16 см.

8. Проверим соответствие полученного ответа вопросу задачи.
Найденные ответы соответствуют вопросу задачи.
9. Убедимся, что полученные решения соответствуют смыслу задачи.
Полученные ответы являются положительными числами, они соответствует 

смыслу задачи.
Ответ: катеты прямоугольного треугольника 12см и 16 см.
№ 317
Найдем через сколько секунд мяч будет находиться  на высоте 4 метра, запи-

шем математическую модель для этой ситуации:  –5t 2 + 16t + 1 = 4
Решим полученное уравнение:
–5t 2 + 16t — 3 = 0
(воспользуемся формулами корней для второго четного коэффициента)
k = 8
D1 = 64 – 15 = 49 > 0, два корня.

t t1 2

8 7

5

1

5

8 7

5
3=

− +
−

= =
− −
−

=, .

То есть мяч находился на высоте 4 м дважды: при подъеме вверх через 0,2 с по-
сле удара по мячу и при падении вниз через 3 с после удара по мячу. Отсюда мяч 
находился на высоте не менее 4 метров: 3 – 0,2 = 2,8 с.

Ответ: 2,8 с.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.
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Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 337*
Пусть это числа n – 1, n и n + 1, тогда условие задачи можно записать следую-

щим образом:
5(n – 1 + n + n +1) = (n – 1)n(n + 1)  ⇔  15n = n(n2 – 1)  ⇔  n2 = 16  ⇔  n = 4
В двух последних преобразованиях мы пользовались тем, что числа натураль-

ные.
Ответ: 3, 4 и 5.
№ 338*
Решение первое. Пусть это числа 2n — 3, 2n — 1, 2n + 1 и 2n + 3, тогда условие 

задачи можно записать следующим образом:
(2n – 3)(2n – 1)(2n + 1)(2n + 3) = 9009  ⇔  (4n2 – 1)(4n2 – 9) = 9009  ⇔
⇔  t2 – 10t – 9000 = 0 (t = 4n2 > 0)  ⇒  t = 100  ⇔  n = 5
Решение второе. Разложим число 9009 на простые множители: 9009 = 32 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13. 

Значит, 7 ∙ 9 ∙ 11 ∙ 13 = 9009. Если меньшее из четырех чисел меньше 7, то их произве-
дение меньше, чем 9009; если же оно больше 7, то их произведение больше, чем 9009. 
Значит, найденное решение единственно.

§ 2. Квадратичная функция
4.2.1. Функции y = ax 2; y = ax 2 + h; y = a (x – d) 2 их графики

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся с функциями y = ax 2, y = ax 2 + h и y = a (x – d) 2; вы-
явить свойства этих функций;

2) сформировать умение строить график функций y = ax 2 + h, y = a (x – d) 2 и  
y = a (x  – d) 2 + h путем сдвига вдоль координатных осей графика функции  
y = ax 2;

3) тренировать умение решать текстовые задачи, сводящиеся к  квадратным 
уравнениям, закрепить умения выполнять преобразование выражений с корня-
ми, строить кусочно-заданные функции.

Для актуализации понятия параболы и свойств функции y = x 2 можно исполь-
зовать № 339. Для самостоятельного открытия функции y = ax 2 и  выявления ее 
свойств рекомендуется использовать № 340. Для самостоятельного открытия спо-
соба построения графика функции y = ax 2 + h рекомендуется использовать № 342, 
а функции y = a (x – d) 2 — № 343.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 345
Применим алгоритм построения графика функции y = a (x – d) 2 + h
б) y = 0,5x 2 + 3.
1. Описать, с  помощью какого сдвига и  вдоль 

каких осей искомый график получается из графика 
y = ax 2.

График функции y = 0,5x 2 + 3 получается с по-
мощью параллельного переноса графика функции 
y = 0,5x 2 вдоль оси Оy вверх на 3 единицы

2. Указать координаты вершины параболы (xв = 
d; yв = h) и направление ее ветвей:

xв = 0; yв = 3, ветви параболы направлены вверх, 
так как a = 0,5 > 0

3. Найти точки пересечения графика с  осями 
координат.
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С осью Ох:
0,5х 2 + 3 = 0 ⇔ 0,5х 2 = –3 ⇔ х 2 = –6 ⇔ x ∈ ∅, так как х 2 ≥ 0 при х ∈ R.
Значит, парабола не имеет общих точек с осью абсцисс.
Ось Оу парабола пересекает в точке (0; 3) — вершине параболы.
4.Отметить на координатной плоскости найденные точки.
5. Построить график, «сдвинув» параболу y = 0,5x 2 так, чтобы ее вершина была 

в точке (0; 3).
№ 346
Применим алгоритм построения графика функции y = a (x – d) 2 + h
1. Описать, с помощью какого сдвига и вдоль каких осей искомый график по-

лучается из графика y = ax 2.
График функции y = –2(x – 1)2 – 2 получается с помощью параллельного пе-

реноса графика функции y = –2x 2  вдоль оси Ox вправо на 1 единицу и вдоль оси 
Oy вниз на 2 единицы.

2. Указать координаты вершины параболы 
(xв = d; yв = h) и направление ее ветвей:

xв = 1; yв = –2, ветви параболы направлены 
вниз, так как a = –2 < 0.

3. Найти точки пересечения графика с  осями 
координат.

С осью Ox:
–2 (x – 1) 2 – 2 = 0 ⇔ –2 (x – 1) 2 = 2 ⇔ (x – 1) 2 = –1 ⇔ 

⇔ x ∈ ∅, так как (x – 1) 2 ≥ 0 при x ∈ R.
Значит, парабола не имеет общих точек с осью 

абсцисс.
С осью Oy:
y = –2 (0–1)2 – 2 = –4.
4.Отметить на координатной плоскости найденные точки.
5. Построить график, «сдвинув» параболу y = –2x 2  так, чтобы ее вершина была 

в точке (1; –2).
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 356*
Так как парабола имеет единственную общую точку с осью Ox, то дискрими-

нант квадратного трехчлена x2 + ax + a равен нулю: D = a 2–4a = a (a – 4) = 0. Если 
a = 0, то получается функция y = x 2, вершина графика которой находится в начале 
координат, что не соответствует рисунку. Значит, a = 4.

Ответ: 4.

П. 4.2.2. Квадратичная функция y = ax 2 + bx + c

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие квадратичной функции y = ax 2 + bx + c;
2) выявить свойства квадратичной функции и сформировать умение строить 

график функции;
3) познакомить учащихся со способом вычисления координат вершины пара-

болы;
4) сформировать опыт применения понятий: промежутки возрастания и убы-

вания функции, четность функции;
5) подготовить изучение способа решения квадратных неравенств;
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6) повторить способ построения графиков функций y = ax 2 + h, y = a (x – d) 2 
и y = a (x – d) 2 + h, закрепить умение решать системы линейных неравенств с од-
ной и двумя переменными.

Для введения понятия квадратичной функции можно использовать № 357 — № 358. 
Для самостоятельного открытия способа построения графика квадратичной функции 
путем выделения полного квадрата рекомендуется выполнить № 359 — № 360.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 362

Вершину параболы определяем по формуле xв = −
b

a2
; yв = y (xв):

xв = −
⋅ −( )

=
2

2 3

1

3
; yв = − ⋅






 + ⋅ − = −3

1

3
2

1

3
1

2

3

2

.

Ветви параболы направлены вниз. Функция возрастает при x ∈ (–∞;
1

3
] и убыва-

ет при x ∈ [
1

3
; +∞).

Ответ: 
1

3

2

3
;−






 ; функция возрастает при x ∈ (–∞;

1

3
] и убывает при x ∈ [

1

3
; +∞).

№ 364
б) y = 3x 2 – 6x – 2
Применим алгоритм построения графика функции y = ax 2 + bx + c
1. Представить функцию в виде y = a (x – xв)

2 + yв, выделяя полный квадрат, 

либо используя формулу координат вершины В (xв = −
b

a2
; yв = y (xв)).

xв = −
−
⋅
=

6

2 3
1 ; yв = 3 · 12 – 6 · 1 – 2 = –5.

y = 3x 2 – 6x — 2 ⇔ y = 3 (x – 1)2 – 5.
2. Описать, как график функции y = a (x – xв)

2 + yв 
получен из y = ax 2:

График функции y = 3 (x – 1)2–5 получим с помо-
щью двух параллельных переносов графика функции  
y = 3x 2 вдоль оси Ox вправо на 1 единицу и вдоль оси Oy 
вниз на 5 единиц

3. Построить график, «сдвинув» параболу y = ax 2 
так, чтобы ее вершина была в точке В (xв; yв):

Выполним «сдвиг» параболы так, чтобы ее верши-
на была в точке (1; –5)

4. Уточнить расположение параболы, вычислив ко-
ординаты нескольких точек графика:

x 0 3
y –2 7
Аналитически записать числовые промежутки, на которых функция поло-

жительна и  отрицательна, сложно из-за иррациональности корней квадратного 
трехчлена. Поэтому учащимся предлагается показать цветом эти участки графика.

№ 365
а) 1) a > 0, так как ветви параболы направлены вверх;
2) чтобы определить знак коэффициента b удобно воспользоваться формулой 

для вычисления абсциссы вершины параболы:

xв = −
b

a2
 ⇔ b = –2a xв > 0, так как –2 < 0; a > 0, xв < 0.

3) c > 0, так как при х = 0 y = a · (0)2 + b · 0 + c = c.
4) D < 0, так как нет точек пересечения с осью Ox.
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б) 1) a < 0, так как ветви параболы направлены вниз;
2) чтобы определить знак коэффициента b удобно воспользоваться формулой 

для вычисления абсциссы вершины параболы:

xв = −
b

a2
 ⇔ b = –2a xв > 0, так как –2 < 0; a < 0, xв > 0.

3) c < 0, так как при x = 0 y = a· (0)2 + b·0 + c = c.
4) D > 0, так как график пересекает ось Ox в двух точках.
в) 1) a < 0, так как ветви параболы направлены вниз;
2) чтобы определить знак коэффициента b удобно воспользоваться формулой 

для вычисления абсциссы вершины параболы:

xв = −
b

a2
 ⇔ b = –2a xв = 0, так как –2 < 0; a < 0, xв = 0.

3) c < 0, так как при x = 0 y = a · (0)2 + b · 0 + c = c.
4) D < 0, так как нет точек пересечения с осью Ox.

      
Из раздела для повторения рекомендуется выполнить задание № 368, которое 

готовит учащихся к решению квадратных неравенств, а именно: помогает им за-
помнить, от чего зависит расположение ветвей параболы. Учитель может выбрать 
и другие задания, которые целесообразно повторить с конкретным классом, в за-
висимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№ 372*
Предположим противное. Из рисунка видно, что все трехчлены имеют по два 

корня, следовательно, a2 > 4bc, b2 > 4ca и c2 > 4ab, причем a > 0, b > 0 и c > 0 (так как 
ветви парабол направлены вверх). Перемножая полученные неравенства, прихо-
дим к противоречию: a2b2c2 > 64 a2b2c2.

Ответ: не могут.
№ 373* 
Предположим противное. Заметим, что значения данных трехчленов в точке 

x = 1 совпадают (они равны a + b + c). Но из рисунка видно, что каждые две из 
парабол пересекаются в двух точках, причем все эти шесть точек пересечения раз-
личны. Получили противоречие.

Ответ: не могут.
№ 374*
Из формулы для корней квадратного уравнения следует, что если D > 0, то раз-

ность корней приведенного квадратного трехчлена равна D . Из картинки вид-
но, что эта разность равна 2. Значит, дискриминант равен 4.

Ответ: 4.

№ 375*
Первое решение. Допустим, что такие числа подобрать можно. Так как две па-
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раболы ветвями вверх, а одна — вниз, то из трех чисел два положительных и одно 
отрицательное. Две параболы пересекают ось ординат в точках с отрицательной 
ординатой, а одна — с положительной, следовательно, из трех чисел два отрица-
тельных и одно положительное. Противоречие.

Второе решение. Предположим противное. Заметим, что значения данных 
трехчленов в точке x = 1 совпадают (они равны a + b + c). Но из рисунка видно, 
что каждые две из парабол пересекаются в двух точках, причем все эти шесть то-
чек пересечения различны. Получили противоречие.

Ответ: нельзя.
№ 376*
Так как трехчлен не имеет корней, то соответствующая парабола лежит по 

одну сторону от оси абсцисс. Но f (1) = a + b + c > 0, следовательно, парабола ле-
жит выше оси. Значит, c = f(0) > 0.

Ответ: положительный.

П.4.2.3. Наибольшее и наименьшее значение квадратного трехчлена*

Основные содержательные цели:

1) построить алгоритм нахождения наименьшего (наибольшего) значения 
квадратного трехчлена на отрезке [а; b] и сформировать умение его применять;

2) подготовить изучение способа решения квадратных неравенств;
3) тренировать умение вычислять координаты вершины параболы, закрепить 

умение выполнять преобразования выражений с корнями.
Для самостоятельного открытия способа нахождения наименьшего (наибольшего) 

значения квадратного трехчлена на отрезке рекомендуется выполнить № 377 — № 379.
№ 377

Вершина параболы y = –2x 2 – 4x + 1 находится в точке xВ = −
−
⋅ −( ) = −

4

2 2
1 .

y (–1) = –2 + 4 + 1 = 3;	 y (0) = 0 + 0 + 1 = 1.
При этом значение в вершине больше: y (–1) > y (0).
№ 378
y (2) = 2 + 2 – 4 = 0; 	 y (4) = 8 + 4 – 4 = 8.
Ответ: 0; 8; на правом конце
Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 381
а) Вершина параболы y = –x 2 + 5x + 7 находится в точке xВ = 2,5, которая не 

лежит на отрезке [3; 4]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются 
на концах отрезка:

y (3) = –9 + 15 + 7 = 13;	 y (4) = –16 + 20 + 7 = 11.

б) Вершина параболы y = –2x 2 + 7x + 1 находится в точке xВ =
7

4
, которая ле-

жит на отрезке [1; 3]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются 
либо на концах отрезка, либо в вершине:

y (1) = –2 + 7 + 1 = 6; 	 y (3) = –18 + 21 + 1 = 4; 	 y
7

4

49

8

49

4
1

57

8






 = − + + = .

в) Вершина параболы y = –3x 2 + 2x находится в точке xВ =
1

3
, которая лежит на 

отрезке [0; 2]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются либо на 
концах отрезка, либо в вершине:

y (0) = 0; 	 y (2) = –12 + 4 = –8;	 y
1

3

1

3

2

3

1

3






 = − + = .
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г) Вершина параболы y = 2x 2 – x – 3 находится в точке xВ =
1

4
, которая лежит 

на отрезке [–1; 1]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются либо 
на концах отрезка, либо в вершине:

y (–1) = 2 + 1 – 3 = 0; 	 y (1) = 2 – 1 – 3 = –2; 	 y
1

4

1

8

1

4
3

25

8






 = − − = − .

д) Вершина параболы y = x 2 – 11x + 24 находится в точке xВ = 5,5, которая не 
лежит на отрезке [0; 5]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются 
на концах отрезка:

y (0) = 24;	 y (5) = 25 – 55 + 23 = — 6.
е) Вершина параболы y = 5x 2 – 3x находится в точке xВ = 0,3, которая лежит на 

отрезке [0; 1]. Значит, наибольшее и наименьшее значения достигаются либо на 
концах отрезка, либо в вершине:

y (0) = 0; 	 y (1) = 5 – 3 = 2; 	 y (0,3) = 0,45 – 0,9 = –0,45.

Ответ: а) 13 и 11; б) 
57

8
 и 4; в) 

1

3
 и –8; г) 0 и  −

25

8
; д) 24 и –6; е) 2 и –0,45.

№ 382

В момент времени t после броска тело будет находиться на высоте h vt
gt

= −
2

2
, 

где g  — ускорение свободного падения. Так как g = 9,8 м/с 2 и  v = 14,7 м/с, то  
h = 14,7t – 4,9t 2. Нужно найти наибольшее значение квадратного трехчлена  

14,7t – 4,9t 2 на отрезке: а) 0
1

7
;







; б) [0;2]. Вершина параболы h = – 4,9t 2 + 14,7t 

имеет абсциссу tВ = 
14 7

9 8
1 5

,

,
,= .

а) Так как tВ ∉ 0
1

7
;







, то нужно найти значения трехчлена в  концах  

отрезка.

h (0) = 0;	 h
1

7
0 1 2 1 2






 = − + =, , .

Наибольшее значение равно 2.
б) Так как tВ ∈ [0; 2] и –4,9 < 0, то наибольшее значение достигается в точке  

t = 1,5 и равно

h
3

2

441

40

441

20

441

40






 = − + = .

Ответ: a) 2 м; б) 11,025 м.
Из раздела для повторения учитель следует обратить внимание на задание 

№ 383. Выделяя на построенных эскизах часть графика, где функция положи-
тельна, отрицательна либо равна нулю, цветом, учащиеся готовятся к решению 
квадратных неравенств. Отметим, что учитель может выбрать любые задания, ко-
торые целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от имею-
щихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 388*
Если набор не изменился, значит, не изменилась и его сумма, то есть
a + b + c = a – 1 + b + 1 + c2  ⇔  c = c2  ⇔  c(c – 1) = 0.
Поэтому набор {a; b} совпадает с набором {a – 1; b + 1}. То есть a = b + 1.
Пусть c = 0. Тогда
1001 = a + b + c = b + 1 + b + 0 = 2b + 1  ⇔  b = 500.
Пусть c = 1. Тогда
1001 = a + b + c = b + 1 + b + 1 = 2b + 2  ⇔  b = 499,5 — не целое.
Ответ: 501, 500, 0.
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№ 389*
Из признака делимости на 9 следует, что все цифры в исходном числе долж-

ны быть одинаковыми. Действительно, если какие-то две цифры различны, то 
два числа, получающиеся вычеркиванием этих цифр, будут иметь разные суммы 
цифр, отличающиеся менее чем на 9. Поэтому оба этих числа на 9 делиться не 
могут.

Если же все цифры одинаковы, то условие можно записать следующим об-
разом:

30 9

29 9

10 3

29 9

3

9

a

a

a

a

a

a

/



⇔
/




⇔
/
















. Противоречие.

Ответ: не существует.

§ 3. Квадратные неравенства.
П.4.3.1. Решение квадратных неравенств

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие квадратного неравенства;
2) построить алгоритм решения квадратного неравенства и  сформировать 

умение его применять;
3) тренировать умение находить наименьшее и наибольшее значения квадрат-

ного трехчлена на заданном отрезке; закрепить умение строить график кусочно-
заданной функции; повторить понятие области определения функции.

Для актуализации понятия линейного неравенства и  способов его решения 
можно выполнить № 390, с помощью этого задания вводится и понятие квадрат-
ного неравенства. Для самостоятельного открытия способа решения квадратных 
неравенств рекомендуется выполнить № 391 — № 393.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 394
Особенностью неравенств первой части этого номера является то, что коэф-

фициент a > 0.
Применим алгоритм решения квадратного неравенства.
а) 3x 2 – 2x – 8 ≥ 0
1. Определить знак дискриминанта квадратного трёхчлена, стоящего в левой 

части неравенства и найти его корни (если они существуют):
D1 = (–1)2 – 3· (–8) = 1 + 24 = 25 > 0, два корня.

x x1 2

1 25

3

1 25

3
=
− −( ) +

=
− −( ) −

;

x1 = 2 		  x2 1
1

3
= −

2. Изобразить схематически график соот-
ветствующей квадратичной функции.

3. Определить по схеме интервалы или 
точки, удовлетворяющие знаку неравенства 
(или то, что таких нет).

4. Записать ответ.

Ответ: x∈ −∞ − 




 ∪ +∞)[; ;1

1

3
2 .

б) x 2 – 8x + 15 ≤ 0.
По теореме, обратной теореме Виета:
x1 = 5 и x2 = 3
4.Ответ: x ∈ [3;5].
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в) 5x 2 + x + 3 > 0
D = 12 – 4·5·3 = 1 – 60 = –59 < 0, нет корней.

Ответ: x ∈ (–∞;+∞).
г) 11x 2 + 5x + 1 ≤ 0
D = 52 – 4·11·1 = 25 – 44 = –19 < 0, нет корней.

Ответ: x ∈ ∅.
д) 9x 2 – 12x + 4 ≥ 0
D1 = (–6)2 – 9·4 = 36 – 36 = 0, один корень.

x =
− −( )6

9

x =
2

3
Ответ: x ∈ (–∞;+∞).
е) x 2 – 6x + 9 < 0.
1. D1 = (–3)2 – 1·9 = 0, один корень.

x =
3

1
x = 3
Ответ: x ∈ ∅.
Во второй части №394 неравенства имею отрицательный коэффициент a.
г) –x 2 – x + 2 > 0
Так как коэффициент a < 0, нужно умножить 

обе части неравенства на (–1) и далее решать не-
равенство противоположного знака.

1. x 2 + x – 2 < 0
2. D = 12 – 4·1· (–2) = 1 + 8 = 9 > 0, два корня.

x1

1 9

2 1
=
− +

⋅
и x2

1 9

2 1
=
− −

⋅
x1 = 1		       x2 = –2
Ответ: x ∈ (–2; 1).
№ 395
а) –8x² ≥ 0
Можно показать учащимся, что первый шаг 

алгоритма можно и  не выполнять, то есть все 
рассуждения провести в  ситуации, когда ветви 
параболы направлены вниз

Корень квадратного трехчлена равен 0.
Ответ: x ∈ {0}.
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б) 4x² – 9 > 0
Покажем еще один способ, которым можно решить 

подобные неполные квадратные — графический.
1. Для этого нужно преобразовать неравенство так, 

чтобы слева осталось выражение x²:

x2 9

4
> .

2. Построить два графика y = x² и  y =
9

4
.

3. Найти абсциссы точек пересечения графиков:
x1 = –1,5; x2 = 1,5.
4. Найти по графику те числовые промежутки, для 

которых парабола расположена выше прямой, не вклю-
чая точек пересечения, и записать ответ.

Ответ: x ∈ (–∞; –1,5) ∪ (1,5; +∞).
№ 396
а) x x2 9−
Задание выполняется с  использованием определения арифметического ква-

дратного корня.
По определению арифметического квадратного корня подкоренное выраже-

ние должно быть неотрицательным.
Поэтому необходимо решить неравенство 

x2 9 0−   l . Применим алгоритм решения ква-
дратного неравенства.

Найдем корни квадратного трехчлена, ре-
шив неполное квадратное уравнение:

x x x x
x

x
2 9 0 9 0

0

9
− = ⇔ −( ) = ⇔

=
=






Ответ: x ∈ (–∞; 0] ∪ [9; +∞).
№ 397
Область определения функции будет зависеть от двух условий:
1) знаменатель дробного выражения не должен равняться нулю;
2) определение арифметического квадратного корня.
Значит, чтобы ответить на вопрос задачи, надо решить неравенство:  

–2x2 + 7x – 3 > 0.
2x2 – 7x + 3 < 0
Применим алгоритм решения квадратного неравенства.
D = (–7)2 – 4·2·3 = 49 – 24 = 25 > 0, два корня.

x x1 2

7 25

2 2

7 25

2 2
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
;

x1 = 3                          x2 = 0,5
Решением квадратного неравенства будет 

интервал (0,5; 3).
Наибольшее целое значение аргумента обла-

сти определения функции f x
x x

( ) =
− + −

1

2 7 32
 

равно 2.
Ответ: 2.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
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№ 408*
Каждому числу, у которого цифры идут в строго возрастающем порядке, можно 

однозначно сопоставить число, у которого цифры идут в строго убывающем порядке. 
Для этого достаточно записать его в обратном порядке: 23579 → 97532. Но среди чисел, 
у которых цифры идут в строго убывающем порядке, есть еще те, которые заканчива-
ются нулем. Значит, больше тех, у которых цифры идут в строго убывающем порядке.

Ответ: тех, у которых цифры идут в строго убывающем порядке
№ 409*
Посмотрим на 125 лампочек, висящих через одну. Каждым действием мы пе-

реключаем ровно две из них. Рассмотрим все возможные ситуации:

До переключения После переключения Количество включенных
○○ •• Уменьшилось на две
○• •○ Не изменилось
•○ ○• Не изменилось
•• ○○ Увеличилось на две

Поэтому среди этих 125 лампочек количество включенных либо не меняется, 
либо изменяется на две. Вначале все включены. Значит, всегда будет включено 
нечетное количество лампочек, то есть хотя бы одна.

Ответ: нельзя.

П. 4.3.2. Неравенства с параметром*

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие неравенства с параметром и умение выполнять за-
дания, в которых требуется выяснить, при каких значениях параметра неравен-
ство обладает тем или иным свойством;

2) сформировать понятие решения квадратного неравенства с  параметром 
и умение решать квадратные неравенства с параметром (коэффициент при x 2 не 
содержит параметр);

3) сформировать преставление о способе решения неравенств с параметром не 
выше второй степени (коэффициент при x 2 содержит параметр);

4) тренировать умение решать квадратные неравенства; закрепить умение ре-
шать текстовые задачи.

Для самостоятельного открытия понятия неравенства с параметром рекомен-
дуется выполнить № 410. Для самостоятельного открытия способа решения нера-
венства рекомендуется выполнить № 411.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 412
Первый способ решения.
Чтобы любое действительное число являлось решением данного неравенства, 

необходимо, чтобы все точки параболы лежала выше оси х. Так как ветви пара-
болы направлены вверх, то для этого нужно, чтобы квадратный трёхчлен в левой 
части неравенства не имел корней, то есть его дискриминант был бы отрицатель-
ным. Найдем дискриминант:

D = (–а) 2 – 4·1·1 = a² – 4.
Решим квадратное неравенство относи-

тельно a:
a² – 4 < 0
a1 = 2        a2 = –2
Таким образом, решением неравенства  
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x 2 – ax + 1 > 0 является любое действительное число тогда и только тогда, когда 
а ∈ (–2; 2).

Ответ: при a ∈ (–2; 2).
Второй способ решения.
Старший коэффициент квадратного трехчлена x 2 – ax + 1 положительный, 

поэтому наименьшее значение функции y = x 2 – ax + 1 достигается в  вершине 

параболы: xВ = −
−

=
a a

2 2
. Значит, наименьшее значение функции равно

a
a

a a a a

2 2
1

4 2
1

4

4

2 2 2 2





 − 






 + = − + =

−
.

Поэтому решением неравенства x 2 — ax + 1 > 0 является любое действительное 

число тогда и только тогда, когда 
4

4
0

2−
>

a
, то есть a ∈ (–2; 2).

Ответ: при a ∈ (–2; 2).
№ 413
Первый способ решения.
Преобразуем неравенство, чтобы коэффициент при x 2 был положительным:
–2x 2 + (a + 2) x – 1 ≥ 0 ⇔ 2x 2 – (a + 2) x + 1 ≤ 0
D = (– (a + 2))2 – 4·2·1 = a 2 + 4a – 4.
Чтобы данное неравенство имело решение, необходимо, чтобы хотя бы одна 

точка параболы лежала на оси x. Так как ветви параболы направлены вверх, то для 
этого нужно, чтобы квадратный трёхчлен в левой части неравенства имел один 
или два корня, то есть его дискриминант был больше или равен нуля.

Решим квадратное неравенство относительно а:
a² + 4a – 4 ≥ 0
D1 = 42 – 4·1· (–4) = 16 + 16 = 32.

a1

4 32

2 1
=
− +

⋅
	 a2

4 32

2 1
=
− −

⋅
a1 2 2 2= − + 	 a2 2 2 2= − −
Таким образом, квадратный трехчлен 2x 2 — (а + 2) x + 1 имеет хотя бы один 

корень при a∈ −∞ − − ]( ∪ − + +∞); ;2 2 2 2 2 2 .
Ответ: при a∈ −∞ − − ]( ∪ − + +∞); ;2 2 2 2 2 2 .
Второй способ решения.
Старший коэффициент квадратного трехчлена –2x 2 + (a + 2) x — 1 отрицательный, 

поэтому наибольшее значение функции y = –2x 2 + (a + 2) x — 1 достигается в вершине 

параболы: xВ = −
+
⋅ −( )

=
+a a2

2 2

2

4
. Значит, наибольшее значение функции равно

− +





 + +( ) +






 − = − +( )

+ +( )
− =

+ +
2

2

4
2

2

4
1 2

8
2

4
1

4 4
2 2 2 2a

a
a a a a a −−

=
+ −8

8

4 4

8

2a a
.

Поэтому неравенство –2x 2 + (a + 2) x — 1 ≥ 0 имеет хотя бы одно решение тог-

да и только тогда, когда 
a a2 4 4

8
0

+ −
  l , то есть a∈ −∞ − − ]( ∪ − + +∞); ;2 2 2 2 2 2 .

Ответ: при a∈ −∞ − − ]( ∪ − + +∞); ;2 2 2 2 2 2 .
№ 414
Старший коэффициент квадратного трехчлена 2x 2 + (a + 2) x + 1 положитель-

ный, поэтому ветви параболы y = 2x 2 + (a + 2) x + 1 направлены вверх. Значит, при 
любом значении параметра a решение неравенства 2x 2 + (a + 2) x + 1 > 0 непусто.

Ответ: ∅.
№ 415
При любом значении параметра a при x = 0 получаем верное неравенство  
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–1 < 0. Поэтому хотя бы одно решение есть при любом значении параметра a.
Ответ: ∅
№ 416
Первый способ решения.
Решение неравенства по алгоритму будет иметь вид:
1. Вычислить дискриминант квадратного трёхчлена, в левой части неравенства:
D = (–2)2 – 4·1· (1 + k) =4 – 4 – 4k = –4k.
2. Указать значения параметра, при которых D > 0, найти решение неравен-

ства при этих значениях параметра:
–4k > 0 ⇔ k < 0

x
k

1

2 4

2
=

+ −
	 x

k
2

2 4

2
=

− −

x k1 1= + − 	 x k2 1= − −
x k k∈ − − + −( )1 1;

Указать значения параметра, при которых D = 0, найти решение неравенства 
при этих значениях параметра:

–4k = 0 ⇔ k = 0
нет решений.
Указать значения параметра, при которых D < 0, найти решение неравенства 

при этих значениях параметра:
–4k < 0 ⇔ k > 0
нет решений.
3. Записать ответ, указывая соответствие между всеми значениями параметра 

и решением неравенства:
Ответ: при k ≥ 0 решений нет; при k < 0: x k k∈ − − + −( )1 1; .
Однако данное неравенство можно решить более рациональным способом, 

выделив полный квадрат.
Второй способ решения.
Перепишем неравенство x 2 – 2x + (1+k) < 0 в виде (x – 1)2 < – k.
Если k ≥ 0, то решений нет.
Если k < 0, то неравенство (x – 1)2 < — k равносильно следующему
x k k x k k x k− < − ⇔ − − < − < ⇔ − − < < + −1 1 1 1 .

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 423*
Решение неравенства x 2 – 2 (a + 4) x + 4a + 13 ≤ 0 имеет вид:
x a a a a a a∈ + − + + + + + + 4 4 3 4 4 32 2; , если a2 + 4a + 3 ≥ 0;

x ∈ ∅, если a2 + 4a + 3 < 0.
Решение неравенства x 2 + 4│x│ – 5 ≤ 0: x ∈ [–1;1].
Все a, такие что a2 + 4a + 3 < 0 (то есть a ∈ (–3,–1)) удовлетворяют условию.
Если же a ∉ (–3,–1), то условие равносильно следующей системе:

a a a

a a a

a a a

a a

+ − + + −

+ + + +
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

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⇔

+ + +

+ +

4 4 3 1

4 4 3 1

4 3 5

4 3
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2

2

2
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⇔
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3

4 3 10 25

4 3 6 9

5 3

2 2

2 2

; ]]




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
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5 3

3

;
Ответ: a ∈ [–3,–1).
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№ 424*
Решение неравенства ax² – (3a + 1) x + 3 > 0 имеет вид:

x
a

∈







1
3; , если a < 0;	 x ∈ (–∞;3), если a = 0;

x
a

∈ −∞( )∪ +∞





; ;3

1 , если a∈





0

1

3
; ;    x

a
∈ −∞





∪ +∞( ); ;

1
3 , если a∈ +∞)



1

3
; .

Решение неравенства x² – 3x + 2 < 0: x ∈ (1;2).

Очевидно, что подходят a  m
1

2
.

Ответ: a  m
1

2
.

№ 425*
Посмотрим на 1001 дерево, растущее через одно. Покрасим их через одно 

в черный и белый цвета. Будет 501 черное дерево и 500 белых. Но на черные дере-
вья могут прилететь вороны только с белых. Значит, хотя бы одно черное дерево 
окажется без вороны.

Ответ: не могло.
№ 426*
Заметим, что a 2 + a + 1 = (a + 0,5)2 + 0,75 > 0. Поэтому ветви параболы
y = (a 2 + a + 1) x 2 + (2a – 3) x + (a – 5)
направлены вверх. Поэтому если выполнено условие задачи, то y (1) < 0:
y (1) = (a 2 + a + 1) + (2a – 3) + (a – 5) = a 2 + 4a – 7 < 0 ⇔ a∈ − − − +( )2 11 2 11;
Ответ: a∈ − − − +( )2 11 2 11; .
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Глава 5. Рациональные уравнения и неравенства

В пятой главе учащиеся расширяют свои умения по решению уравнений и не-
равенств, они знакомятся с алгоритмами решения дробно-рациональных уравне-
ний, учатся решать рациональные неравенства и доказывать их.

В первом параграфе перед введением понятия дробно-рационального уравне-
ния проводится подготовительная работа по уточнению знаний учащихся о вы-
полнении действий с алгебраическими дробями (формулируются основные поня-
тия и правила сложения, вычитания, умножения, деления и возведения в степень, 
которые являются опорными в проведении преобразований дробно-рациональ-
ных выражений). Все эти правила вводятся путем сопоставления их с хорошо из-
вестными правилами действий над обыкновенными дробями. Отметим, что в кур-
се, начиная с 5 класса, учащимся систематически предлагались задания по работе 
с алгебраическими дробями, однако эти задания входили в зону ближайшего раз-
вития учащихся и не являлись обязательными для всех учащихся. Благодаря такой 
подготовке материал первых двух пунктов параграфа «Рациональные уравнения» 
воспринимается основной частью восьмиклассников как уже известный. Однако 
на данном этапе обучения необходимо уделить ему достаточно внимания: уточ-
нить и  систематизировать имеющиеся знания учащихся, четко сформулировав 
понятие алгебраической дроби, области ее определения, основное свойство ал-
гебраической дроби, правила выполнения арифметических действий, в заверше-
нии ввести понятие целого, дробно-рационального и рационального выражений. 
После того, как основные алгоритмы действий с  дробями будут усвоены, мож-
но переходить к  их комбинированию при преобразованиях дробно-рациональ-
ных выражений. При углубленном изучении курса восьмиклассники знакомятся 
с операцией деления многочленов в столбик, которая применяется ими для выде-
ления целого выражения в дробном. Эти умения применяются затем при решении 
дробно-рациональных уравнений, они пригодятся учащимся и в 9 классе, напри-
мер, при работе с некоторыми последовательностями.

Отметим, что учащиеся знакомятся с несколькими способами решения дроб-
но-рациональных уравнений. Это способы, основанные на преобразовании 
дробных выражений к целым, на основном свойстве пропорции (с учетом ОДЗ), 
на условии равенства алгебраической дроби нулю, а также на замене переменной 
и  выделении целой части. В  общеобразовательном классе можно ограничиться 
изучением только первого способа. Здесь же учащиеся решают текстовые задачи, 
математической моделью которых является дробно-рациональное уравнение.

Второй параграф посвящен изучению неравенств. Сначала учащиеся, обра-
щаясь к решению квадратных неравенств, выявляют метод интервалов, затем зна-
комятся с его применением для целых неравенств, левая часть которых является 
произведением множителей вида (х  – а)n, где n ∈ N, затем учатся использовать 
этот метод решения для дробно-рациональных неравенств. В общеобразователь-
ном классе этот материал изучается в обзорном порядке. Отметим, что здесь же 
учащимся предлагаются неравенства, которые, прежде чем использовать метод 
интервалов, необходимо предварительно преобразовать с помощью разложения 
на множители. В менее подготовленных классах эти неравенства можно пока не 
рассматривать (в этом случае первый шаг алгоритма опускается). В 9 классе уча-
щиеся еще раз вернутся к использованию разложения на множители при решении 
неравенств и  получат возможность научиться решать такие неравенства уже на 
этом этапе обучения.

Здесь же учащиеся учатся доказывать неравенства, они знакомятся с некото-
рыми замечательными неравенствами, связанными со средними. Отметим, что 
в общеобразовательном классе достаточно рассмотреть несколько примеров, что-
бы сформировать представление о том, как доказывается неравенство. Рекомен-
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дуется ограничиться знакомством только с  приемом доказательства, состоящем 
в сравнении с нулем разности левой и правой частей неравенства. При углублен-
ном изучении курса учащиеся учатся не только доказывать неравенства, но и ре-
шать с их помощью задачи на минимум и максимум.

Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания пятой главы учащиеся:
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и по-

исковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему алгоритму, определению, свойству;
• строят математическую модель текстовых задач, переводя их условие на 

язык алгебры;
• сопоставляют правила действий с обыкновенными дробями и правила дей-

ствий с алгебраическими дробями;
• анализируют дробно-рациональные выражения с целью поиска возможно-

сти упрощения их преобразования;
• анализируют дробно-рациональные уравнения с целью подбора более раци-

онального способа их решения;
• используют графические схемы при решении неравенств методом интерва-

лов;
• применяют неравенство о средних для нахождения наибольшего (наимень-

шего) значения многочлена;
• доказывают неравенства различными способами;
• строят способ действия для решения нового типа уравнений и неравенств;
• записывают способы действий с помощью алгоритмов, выбирают алгоритм 

и используют его для выполнения различных задач;
• применяют полученные знания для решения задач практической направлен-

ности.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении пятой главы планированием предусмотрены уроки ОНЗ, струк-
тура которых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса универ-
сальных учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на при-
мере содержания пункта 5.1.1. «Алгебраические дроби и их свойства».

В этом пункте учащиеся знакомятся с понятием алгебраической дроби, обла-
сти ее определения, основным свойством алгебраической дроби, уточняют свои 
представления о его применении для сокращения алгебраических дробей и при-
ведении их к новому знаменателю.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствии с требованиями 
технологии деятельностного метода Л. Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). 
На этапе мотивации учитель может предложить учащимся выполнить задание 
№ 458. Отметим, что на вопрос о «лишней» дроби могут быть получены различ-
ные варианты верного ответа. Рекомендуется остановиться на ответе, в котором 

будет указана дробь 
a

c
. Далее рекомендуется задать вопрос о  том, работали ли 

восьмиклассники с  подобными дробями, после чего сформулировать проблему 
недостаточности имеющихся на сегодняшний момент знаний о  таких дробях 
и умений работать с ними. Далее учитель может попросить учащихся сделать пред-
положения о теме сегодняшнего урока.

Далее учащихся следует познакомить с понятием алгебраической дроби (при 
этом можно обратиться к  тексту учебника (Задача 1) или выполнить задание 
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№ 459 задачного раздела), важно здесь «оживить» алгебраические дроби рассмо-
трением практических, жизненных ситуаций, при описании которых они возни-
кают. После чего вводится понятие области определения алгебраической дроби 
(№ 460) и  закрепляется умение ее находить (№ 461). Так как далее учащимися 
будет использоваться знак равенства между двумя алгебраическими дробями, 
учитель уточняет его смысл, знакомя учащихся с определением двух равных ал-
гебраических дробей. Для самостоятельного открытия основного свойства алге-
браической дроби используется № 462. В более подготовленном классе можно по-
знакомить учащихся с основным свойством алгебраической дроби и развернуть 
проблематизацию вокруг влияния преобразования дробей на их область опреде-
ления (№ 463).

Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: основное свойство алгебраической дроби.
2. Актуализация.
Ввести: понятие алгебраической дроби, области ее определения, понятие рав-

ных алгебраических дробей.
3. Задание на пробное действие.
Сформулируйте, на основании какого свойства выполнено данное преобра-

зование:
x x

x x

x

x

2

2

2

3

2

3

−
−

=
−
−

4. Фиксация затруднения.
Я не могу сформулировать свойство, на основании которого выполнено дан-

ное преобразование.
Я не могу обосновать, что верно сформулировал это свойство.
5. Фиксация причины затруднения.
Я не знаю свойств алгебраической дроби.
6. Цель учебной деятельности.
Узнать свойство алгебраической дроби.
7. Фиксация нового знания.
Учащиеся должны сформулировать основное свойство алгебраической дро-

би, на основании сопоставления представленного в  пробном задании преобра-
зования алгебраической дроби и уже известного им сокращения обыкновенных 
дробей и проверить свою гипотезу по учебнику. Организовать открытие можно 
с помощью текста задания № 462.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задания № 463  — 
№ 466 (а, в), для самостоятельной работы учащимся можно предложить № 466(б, г).

На этапе включения в  систему знаний рекомендуется выполнить № 470 (а). 
Если учитель не занимался пропедевтикой построения подобных графиков (см. 
№ 321 — № 325 пункта 3.1.1), тогда сначала нужно выполнить № 469, чтобы дать 
учащимся возможность самостоятельно провести рассуждения, позволяющие им 
в дальнейшем строить график функции c «выколотой» точкой. Отметим, что этот 
материал может стать основой организации отдельного урока ОНЗ.

На этапе повторения рекомендуется выполнить № 478 (а, в), чтобы подгото-
вить учащихся к  выполнению аналогичных преобразований с  алгебраическими 
дробями на следующем уроке. На этапе рефлексии учащимся предлагается оце-
нить процесс и результат своей работы на уроке.

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы кото-
рого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: 
уроки рефлексии тренировочного и коррекционного типов, где учащиеся вырабаты-
вают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы действий, 
учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою 
учебную деятельность.
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В течение изучения пятой главы учащимся предлагаются ссылки на выпол-
нить два экспресс-теста, которые можно использовать для урока рефлексии или 
в качестве домашней работы.

Планированием также предусмотрены уроки обучающего контроля. Перед 
проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлексии с ис-
пользованием содержания соответствующего раздела «Задачи для самоконтроля».

§ 1. Рациональные уравнения
П. 5.1.1. Алгебраические дроби и их свойства

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятия алгебраической дроби, равных алгебраических дро-
бей, области определения алгебраической дроби; освоить умение находить об-
ласть определения алгебраической дроби;

2) познакомить учащихся с основным свойством алгебраической дроби;
3) построить алгоритм сокращения алгебраической дроби и  сформировать 

умение его применять;
4) повторить алгоритмы действий с обыкновенными дробями; закрепить уме-

ние раскладывать многочлен на множители; повторить понятие линейного урав-
нения с двумя переменными, закрепить умение строить его график; тренировать 
умение решать неравенства с параметром.

Для введения понятия алгебраической дроби рекомендуется выполнить 
№ 458–459. Для самостоятельного открытия понятия области определения алге-
браической дроби рекомендуется выполнить № 460.

Для самостоятельного открытия основного свойства алгебраической дроби ре-
комендуется выполнить № 462.

Для самостоятельного открытия влияния преобразования алгебраической дро-
би на ее область определения рекомендуется выполнить № 463.

Еще раз подчеркнем, что учитель выбирает только одно знание для органи-
зации самостоятельного открытия этого знания учащимися, остальные знания 
вводятся учителем, например, путем подводящего диалога. Так, например, если 
самостоятельная деятельность учащихся будет направлена на открытие основного 
свойства дроби, то вопрос влияния преобразования алгебраической дроби на об-
ласть определения этой дроби объясняет учитель. Если же учитель рассказывает 
учащимся об основном свойстве дроби, то, как влияет преобразование дроби на ее 
область определения, учащиеся выясняют сами в процессе собственной учебной 
деятельности (выявляют проблему, ставят цель, выстраивают проект открытия 
и проводят исследование в группах).

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 461
а) Областью определения дроби является множество чисел x таких, что
х — 1 ≠ 0 ⇔ х ≠ 1.
Ответ: x ∈ (-∞; 1) ∪ (1; +∞).
в) Областью определения дроби является множество чисел x таких, что:
x x2 0− ≠  ⇔ х (х – 1) ≠ 0 ⇔ х ≠ 0 и х ≠ 1.

Ответ: x ∈ (-∞; 0) ∪ (0; 1) ∪ (1; +∞).
д) Для того, чтобы ответить на вопрос, надо решить уравнение х 2 – 5х + 6 = 0.
По теореме, обратной теореме Виета: если х1 + х2 = 5, а х1 · х2 = 6, то х1 и х2 — 

корни квадратного уравнения. Подберем такие числа: 2 и 3.
Тогда областью определения дроби является множество чисел x таких, что:
х 2 – 5х + 6 ≠ 0 ⇔ х ≠ 2 и х ≠ 3.
Ответ: x ∈ (-∞; 2) ∪ (2; 3) ∪ (3; +∞).
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№ 464
Проведем преобразования данной дроби и сократим ее на общий множитель, 

представив дробь в более простом виде:

в) 
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№ 465
Проведем преобразования данной дроби, применяя формулы сокращенного 

умножения, способ группировки, и сократим ее на общий множитель, представив 
дробь в более простом виде:
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№ 466
Проведем преобразования данной дроби, применяя формулы сокращенного ум-

ножения, теорему о разложении квадратного трехчлена на множители, и сократим 
ее на общий множитель, представив дробь в более простом виде.

а)
1) х 2 – 15х + 50 = 0.
По теореме, обратной теореме Виета: если х1 + х2 = 15, а х1 · х2 = 50, то х1 и х2 — 

корни квадратного уравнения. Подберем такие числа: 5 и 10.
2) Разложим на множители квадратный трехчлен по теореме:
если х1 и х2 корни квадратного трехчлена ax2 + bx + c, то ax2 + bx + c = a(x –x1)(x – x2).
Получаем: x2 – 15x + 50 = (x – 5)(x – 10).
Тогда:
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в)
1) 3x2 + 2x – 1 = 0

Так как a + c = b, то x1 = –1, тогда по теореме Виета x2

1

3
= .

2) 3 2 1 3
1

3
1

2x x x x+ − = −





 +( ) .

Тогда:

3 2 1

1

3
1

3
1

1 1

3 1

1

2

3 2 2

x x

x

x x

x x x

x

x x

+ −
+

=
−






 +( )

+( ) − +( )
=

−
− +

.

В № 469 учащиеся еще раз уточняют алгоритм построения графика функции, 
которая внешне не похожа на изученные функции и приводится к знакомому виду 
путем сокращения.

Напомним, что этот алгоритм может иметь следующий вид:
1) найти область определения исходной функции;
2) преобразовать исходную функцию, выполнив сокращение;
3) построить график полученной функции на области определения исходной 

(выкалывая нужные точки графика полученной функции).
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Рассмотрим на примере № 470, как применяется этот алгоритм.
№ 470

в) y
x

x
=

−
−

3 8

2
1. Определим область определения функции:
х  — 2 ≠ 0 ⇔ х ≠2, то есть х ∈ (–∞; 2) ∪  

∪ (2; +∞).
2. Преобразуем алгебраическую дробь, 

стоящую в правой части данной формулы:
x

x
x x x

x
x x

3 2
28

2
2 2 4

2
2 4

−
−

= −( ) + +( )
−

= + + .

3. Построим график функции, заданной 
новым правилом на области определения ис-
ходной:

у = x2 + 2x + 4

хв = −
⋅
2

2 1
 = –1; ув = 1· (–1)2 + 2· (–1) + 4 = 3.

у = х 2 + 2х + 4 ⇔ у = (х + 1)2 + 3.
График функции у = (х + 1)2 + 3 получим с помощью двух параллельных пере-

носов графика функции у = х 2 вдоль оси Ох влево на 1 единицу и вдоль оси Оу 
вверх на 3 единицы.

Выполним «сдвиг» параболы так, чтобы ее вершина была в точке (–1; 3).
х 0 2
у 4 12
В построенном графике «выколем» точки, которым не соответствуют значе-

ния из области определения исходной функции: x ≠ 2.

д) y
x x

x x
=

− +

−( ) −( )

4 213 36

2 3
.

1. Определим область определения функции:
(х – 2) (х – 3) ≠ 0 ⇔ х ≠2 и х ≠ 3, то есть
х ∈ (–∞; 2) ∪ (2; 3) ∪ (3; +∞).
2. Преобразуем алгебраическую дробь, стоя-

щую в правой части данной формулы:
x x

x x

x x x x

x x

x

4 213 36

2 3

2 2 3 3

2 3

2

− +

−( ) −( )
= −( ) +( ) −( ) +( )

−( ) −( )
=

= +( ) xx x x+( ) = + +3 5 62

Разложим многочлен x4 – 13x2 + 36 на множители
Пусть х 2 = t, тогда t = 4, t = 9, и x4 – 13x2 + 36 =  

= (x2 – 4)(x2 – 9) = (x – 2) (x + 2) (x – 3) (x + 3).
3. Построим график функции, заданной но-

вым правилом, на области определения исходной:
у = x2 + 5x + 6

хв = −
⋅
= −

5

2 1
2 5, ; ув = 1· (–2,5)2 + 5· (–2,5) + 6 = 

= –0,25.
у = х 2 + 5х + 6 ⇔ у = (х + 2,5)2–0,25.
График функции у  = (х  + 2,5)2–0,25 получим 

с помощью двух параллельных переносов графика 
функции у = х 2 вдоль оси Ох влево на 2,5 единицы 

и вдоль оси Оу вниз на 
1

4
 единицы.
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Выполним «сдвиг» параболы так, чтобы ее вершина была в точке (–2,5; -
1

4
).

х 2 3
у 20 30
В построенном графике «выколем» точки, которым не соответствуют значения 

из области определения исходной функции: х = 2 и х = 3.
№ 475
Применим алгоритм приведения алгебраических дробей к общему знаменателю.

в) 
b

a b

a b

a b+
−
−

,
4 4 .

1. Если возможно, разложить знаменатели всех дробей на множители:
а 4 — b 4 = (а 2 — b 2) (а 2 + b 2) = (а – b) (а + b) (а 2 + b 2)
2. Найти ОЗ, домножив один из знаменателей дробей на недостающие множи-

тели из знаменателей других дробей:
(а – b) (а + b) (а 2 + b 2)
3. Найти дополнительные множители.
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Из раздела для повторения рекомендуется выполнить № 477 — № 480 и № 484, 

они помогают учащимся вспомнить алгоритмы действий с обыкновенными дро-
бями и освоить алгоритмы действий с алгебраическими дробями. Учитель может 
выбрать и другие задания, которые целесообразно повторить с конкретным клас-
сом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 503*
Первое решение. Заметим, что
a4 + a2 + 1 = a4 + 2a2 + 1 – a2 = (a2 + 1)2 – a2 = (a2 + 1 – a)(a2 + 1 + a)
Поэтому
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Второе решение. Домножим числитель и знаменатель на a 2–1= (a – 1) (a + 1):
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Ответ: 
1

12a a+ +
.

№ 504*
a4 + 4b4 = a4 + 4a2b2 + 4b4 – 4a2b2 = (a2 + 2b2)2 – (2ab)2 = (a2 – 2ab + 2b2)(a2 + 2ab + 2b2).

П. 5.1.2. Действия с алгебраическими дробями

Основные содержательные цели:
1) построить алгоритмы действий с алгебраическими дробями и сформиро-

вать умение их применять;
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2) сформировать представление о целом, дробно-рациональном и рациональ-
ном выражениях;

3) тренировать умение находить область определения алгебраической дроби, 
сокращать и приводить к новому знаменателю алгебраические дроби; повторить 
понятия, используемые при выполнении деления чисел в столбик («углом»); за-
крепить умение выполнять деление с остатком, повторить способ выделения це-
лой части в обыкновенной дроби; закрепить умение решать системы линейных 
уравнений с двумя переменными.

Для самостоятельного открытия способа сложения и  вычитания алгебраиче-
ских дробей рекомендуется выполнить № 505. Для самостоятельного открытия 
способа умножения алгебраических дробей рекомендуется выполнить № 510. Для 
самостоятельного открытия способа деления алгебраических дробей рекоменду-
ется выполнить № 513 — № 515. Для самостоятельного открытия понятия целого, 
дробно-рационального и  рационального выражения рекомендуется выполнить 
№520.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 508
Сначала приводим дроби к общему знаменателю, а затем выполним действия.
а)
1) Чтобы разложить квадратный трехчлен на множители, найдем его корни:

x x
x

x
2 1

2

4 12 0
6

2
+ − = ⇔

= −

=





2) 
1

2 4 12

1

2 2 6

6

2 6 2
2

6

x

x

x x x

x

x x

x

x x

x

x x

x

−
+

+ −
=

−
+

−( ) +( )
=

+

−( ) +( )
+

−( ) +

+(

66
2 6

2 6

( )
=

=
+

−( ) +( )
x

x x
б)
1) Чтобы разложить квадратный трехчлен на множители, найдем его корни:
2x2 + x – 3 = 0
Так как a + b + c = 0, то x1 = 1, тогда по теореме Виета x2
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№ 509
Сначала приведем дроби к общему знаменателю, а затем выполним действия.
1) Чтобы разложить многочлен ху – х – 4у + 4 на множители, применим спо-

соб группировки:
ху – х – 4у + 4 = (ху – х) + (–4у + 4) = х (у – 1) –4 (у – 1) = (у – 1) (х – 4).
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№ 511
е)
1) Разложим квадратный трехчлен 2x2 + 5x + 2 на множители.
2x2 + 5x + 2 = 0
D = 52 – 4·2·2 = 25 – 16 = 9
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x x1 2
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2) Найдем произведение числителей и знаменателей исходных дробей.
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№ 512
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№ 516
е)
1) Разложим многочлен x4 – 5x2 + 6 на множители.
x4 – 5x2 + 6 = 0
Пусть х 2 = t. Тогда решим уравнение относительно t:

t t
t

t
2 5 6 0

2

3
− + = ⇔

=
=






t2 – 5t + 6 = (t – 2)(t – 3)
Выполним обратную замену: x4 – 5x2 + 6 = (x2 – 2)(x2 – 3).
2) Чтобы разделить дроби, умножим первую дробь на дробь обратную второй, 

и упростим полученную дробь:
x x

x

x

x
x x

x

x

x
x x x

x

4 2

2

2

4

2 2

2

4

2

2 2 4

2

5 6 2 2 3
2

2 3− + −
= −( ) −( )

⋅
−

= −( ) −( ) ⋅
⋅

:
xx

x x

x x

2

2 2

2 2

2

3
1

3

−( )
= −( ) ⋅

=

= −( ) ⋅
№ 517

а) 
x

x x

x

x x x

x

x

+
−

−
+ −

−
−







 =

−12

9

3

2 5 3

9

9

2 1
3 2 2 2

: .

Выполним упрощение по порядку действий.
1) Разложим на множители квадратный трехчлен 2x2 + 5x + 3.
2x2 + 5x + 3 = 0
D = 52 – 4·2· (–3) = 25 + 24 = 49

x x1 2

5 49

2 2

1

2

5 49

2 2
3=

− +
⋅

= =
− +

⋅
= −,

2 5 3 2
1

2
3 2 1 3

2x x x x x x+ − = −





 +( ) = −( ) +( ) .

А теперь выполним вычитание алгебраических дробей:
x

x x x

x

x x x x

xx x−
+ −

−
−

=
−

−( ) +( )
+

−( ) +( )
=

−−( −(3

2 5 3

9

9

3

2 1 3

9

3 3

6
2 2

3 2 1 2 xx x

x x x

x x

x x x

+ + −

−( ) +( ) −( )
=

=
+

−( ) +( ) −( )

9 18 9

2 1 3 3
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2 1 3 3

2

2)
 

x

x x

x x

x x x

x

x x
x x x+

−
+

−( ) +( ) −( )
=

+
−

⋅ −( ) +( ) −(12

9

12

2 1 3 3

12

9
2 1 3 3

3

2

3
:

))
+

=

= +( ) ⋅ −( ) +( ) −( )
−( ) +( ) ⋅ +( )

=
−

x x

x x x x

x x x x x

x

x

2 12

12 2 1 3 3

3 3 12

2 1
22

№ 519
1 1

1 1
1

2 2

2 2 2 2
a b c

a b c

b c a

bc

b a c

abc

a ab ac−
−

+
−

⋅ −
+ −








− −
=

− +
:
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Выполним упрощение по порядку действий.

1) 1
2

2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

−
+ −

=
− − +

=
− −( )b c a

bc

bc b c a

bc

a b c

bc
;

2)
 

1 1

1 1 2

2 2

a b c

a b c

a b c

bc

b a c

abc

b c a

a b c
b c a

a b c

−
−

+
−

⋅
− −( ) − −

=

− −
−( )

− +
−(

:

))

⋅
− −( )

⋅
− −

=

= − −( ) ⋅ − +( ) + −( ) ⋅
− +(

a b c

bc

abc

b a c

b c a a b c a b c abc

b c a

2 2

2

)) ⋅ ⋅ − −( )
= − +( )

=
− +

2 2 2

2

bc b a c

a a b c a ab ac

Из раздела для повторения важно обратить внимание на № 527 — № 529, ко-
торые готовят учащихся к изучению пункта «Алгебраические дроби и деление 
многочленов». Учитель может выбрать и другие задания, которые целесообразно 
повторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у учащихся за-
труднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 546*
Разрежем три пирожных на две равные части, и четыре — на три равные части. 

В итоге получится шесть целых пирожных, шесть половинок и 12 кусочков по 1/3 
пирожного. Теперь не сложно разделить их на шестерых ребят.

Ответ: можно.
№ 547*
Преобразуем данное равенство:

2
2

2
2 3

2 2

2 2

2a

a b

b

a b

a ab b

a b
b ab a b

+
+

−
= ⇔

− +
−

= ⇔ = ≠ ±,

Если b = 0, то a = 0, что противоречит условию a ≠ ± b. Значит, a = 3b. Тогда:
3

5

8

8
1

a b

a b

b

b

−
+

= =

Ответ:1.

П. 5.1.3. Алгебраические дроби и деление многочленов*

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие того, что значит разделить многочлен на многочлен 
с остатком; понятие правильной и неправильной алгебраической дробей;

2) построить алгоритм деления многочлена на многочлен и сформировать уме-
ние его применять; сформировать умение выделять целую часть из алгебраической 
дроби;

3) тренировать умение выполнять действия с алгебраическими дробями; 
закрепить умение решать системы линейных уравнений с двумя переменны-
ми;

4) повторить известные способы решения уравнений для подготовки введения 
способов решения дробно-рациональных уравнений.

Для самостоятельного открытия алгоритма деления многочлена на многочлен 
рекомендуется выполнить № 548  — № 551. Для введения понятия правильной 
и неправильной алгебраических дробей можно использовать № 555.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 549
а) –2х 3 + 3х 2 + 4х – 3	 б) –4х 2 + 4х – 3
        2х 3 – х 2                  	          4х 2 – 2х          
                   4х 2 + 4х – 3	                   6х – 3
В результате вычитания степени понизились.
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№ 550
(х 2 + 2х + 3)(2х – 1) = 2х 3 + 4х 2 + 6х – х 2 – 2х – 3 = 2х 3 + 3х 2 + 4х – 3.
1) Так как (х 2 + 2х + 3) (2х – 1) = 2х 3 + 3х 2 + 4х — 3, то если умножить многоч-

лен 2х – 1 на х 2 + 2х + 3, то получится многочлен 2х 3 + 3х 2 + 4х – 3.

2) 
2 3 4 3

2 3
2 3 2 1

2 3
2 1

3 2

2

2

2

x x x

x x
x x x

x x
x

+ + −
+ +

= + +( ) −( )
+ +

= − .

3) 
2 3 4 3

2 1
2 3 2 1

2 1
2 3

3 2 2
2x x x

x
x x x

x
x x

+ + −
−

= + +( ) −( )
−

= + + .

Ответ: 2х 3 + 3х 2 + 4х – 3; 1) х 2 + 2х + 3; 2) 2х – 1; 3) х 2 + 2х + 3.
№ 551
а) Разделим многочлен 3х 6 + 12х 4 – 21 на одночлен 3х 3 в столбик:
3х 6 + 12х 4 – 21  3х 3
3х 6  х 3 + 4х

12х 4 – 21
12х 4

– 21
Значит, 3х 6 + 12х 4 – 21 = 3х 3 (х 3 + 4х) – 21.
Проверим это умножением:
3х 3 (х 3 + 4х) – 21 = 3х 6 + 12х 4 – 21.
Отметим, что, вообще говоря, такая проверка не требуется и  выполняется 

здесь, так как того требует формулировка задания.
б) Разделим многочлен 18х 2 – 27х +10 на двучлен 3х – 2 в столбик:
18х 2 – 27х + 10  3х – 2
18х 2 – 12х  6х – 5

–15х + 10
–15х + 10

0
Значит, 18х 2 – 27х +10 = (3х – 2)(6х – 5).
Проверим это умножением:
(3х – 2)(6х – 5) = 18х 2 – 15х – 12х +10 = 18х 2 – 27х +10.
в) Разделим многочлен х 5 + 6х 4 – 19х 3 + х 2 + 8х + 4 на многочлен х 4 + 8х 3 – 3х 2 –    

– 5х — 2 в столбик:
х 5 + 6х 4 – 19х 3 + х 2 + 8х + 4 х 4 + 8х 3 – 3х 2 – 5х – 2
х 5 + 8х 4 – 3х 3 – 5х 2 – 2х         х – 2

– 2х 4 – 16х 3 + 6х 2 + 10х + 4
– 2х 4 – 16х 3 + 6х 2 + 10х + 4

0
Значит, х 5 + 6х 4 – 19х 3 + х 2 + 8х + 4 = (х 4 + 8х 3 – 3х 2 – 5х – 2)(х – 2).
Проверим это умножением:
(х 4 + 8х 3 – 3х 2 – 5х – 2)(х – 2) = х 5 + 8х 4 – 3х 3 – 5х 2 – 2х – 2х 4 – 16х 3 + 6х 2 + 10х + 4 =
= х 5 + 6х 4–19х 3 + х 2 + 8х + 4.
Ответ: а) 3х 3 (х 3 + 4х 2) – 21; б) (3х – 2)(6х – 5); в) (х 4 + 8х 3 – 3х 2 – 5х – 2)(х – 2).
№ 552
а) Разделим многочлен х 3 – 13х – 12 на двучлен х + 1 в столбик:
х 3 + 0х 2– 13х – 12 х + 1
х 3 + х 2 х 2 – x – 12

– х 2 – 13х – 12
– х 2 – х

– 12х – 12
– 12х – 12

0

Значит, 
x x

x
x x

3
213 12

1
12

− −
+

= − − .
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б) Разделим многочлен х 3 – 13х – 12 на двучлен х + 3 в столбик:
х 3 + 0х 2 – 13х – 12 х + 3
х 3 + 3х 2 х 2 – 3x – 4

– 3х 2 – 13х – 12
– 3х 2 – 9х

– 4х – 12
– 4х – 12

0

Значит, 
x x

x
x x

3
213 12

3
3 4

− −
+

= − − .

в) Разделим многочлен х 3 – 13х – 12 на двучлен х – 4 в столбик:
х 3 + 0х 2 – 13х – 12 х – 4
х 3 – 4х 2 х 2 + 4x + 3

4х 2 – 13х – 12
4х 2 – 16х

3х – 12
3х – 12

0

Значит, 
x x

x
x x

3
213 12

4
4 3

− −
−

= + + .

г) Можно разделить в столбик, но проще воспользоваться тем, что из пункта (а) 

следует, что х 3 – 13х – 12 = (х + 1)(х 2 – x – 12). Значит, 
x x

x x
x

3

2

13 12

12
1

− −
− −

= + .

Ответ: а) х 2 – x – 12; б) х 2 – 3x – 4; в) х 2 – 4x + 3; г) х + 1; д) х + 3; е) х – 4.
№ 553
Разделим многочлен 3х 4 + 13х 3 + 17х 2 + 6х + 5 на двучлен x + 2 в столбик:
3х 4 + 13х 3 + 17х 2 + 6х+ 5 х + 2
3х 4 + 6х 3 3х 3 + 7х 2 + 3х

7х 3+ 17х 2 + 6х+ 5
7х 3+ 14х 2

3х 2+ 6х+ 5
3х 2+ 6х

5
Ответ: 5.
№ 554
Разделим многочлен x3 + x2 на многочлен x2 – 1 в столбик:
х 3 + х 2 + 0x + 0 х 2 – 1
х 3 – x х + 1

х 2+ x + 0
х 2 – 1

x    + 1
Ответ: x + 1.
№ 556
а) Воспользуемся решением задачи 553: 3x4 + 13x3 + 17x2 + 6x + 5 = (x + 2) (3х 3 + 

+ 7х 2 + 3х) + 5. Поэтому: 
3 13 17 6 5

2
3 7 3

5

2

4 3 2
3 2x x x x

x
x x x

x

+ + + +
+

= + + +
+

.

Ответ: 3 7 3
5

2
3 2x x x

x
+ + +

+
.

б)
Воспользуемся решением задачи 97: x3 + x2 = (x + 1)(х 2 – 1) + x + 1.

Поэтому: 
x x

x
x

x

x

3 2

2 21
1

1

1

+
−

= + +
+
−

.

Ответ: x
x

x
+ +

+
−

1
1

12 .
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Задания № 563 и № 564 из раздела для повторения направлены на повторение 
метода перехода к  целым числам при решении уравнений, а  так же основного 
свойства пропорции для подготовки к следующему вопросу «Дробно-рациональ-
ные уравнения». Учитель может выбрать и другие задания, которые целесообраз-
но повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся у  учащихся 
затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 574*
Очевидно, что однозначно нельзя понять только те даты, где и первое и второе 

число принимают значения не больше 12. Значит, первое число от 1 до 12, второе 
число от 1 до 12, итого 12 ∙ 12 = 144 дня. Но те дни, у которых число совпадает с но-
мером месяца, понимаются однозначно. Таких дней 12. Поэтому искомых дней 
144–12 = 132. Ответ: 132 дня.

№ 575*
Заметим, что 4 + 14 + 24 +…+ 104 = 594, а  594 делится на 11. Чтобы после 

первого стирания сумма оставшихся чисел делилась на 11, необходимо стереть 
число, делящееся на 11. Всего на доске было написано 11 чисел. Если стереть сна-
чала одно, потом еще два, потом еще три и, наконец, еще четыре числа, то будет 
стерто 10 чисел. То есть останется одно число, и оно тоже должно делиться на 11. 
Но среди записанных чисел только одно число (44) делится на 11. Значит, выпол-
нить указанные операции невозможно. Ответ: нельзя.

§ 2. Дробно-рациональные уравнения
П. 5.2.1. Дробно-рациональные уравнения

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие дробно-рационального уравнения с  одним неиз-
вестным, области допустимых значений уравнения; представление о целом и ра-
циональном уравнениях;

2) построить алгоритмы решения дробно-рациональных уравнений и сфор-
мировать умение их применять;

3) тренировать умение выполнять преобразование дробно-рациональных 
выражений, делить многочлен на многочлен, выделять целую часть из алгебра-
ической дроби; закрепить умение решать системы линейных уравнений и сфор-
мировать опыт решения системы уравнений, сводящихся к ним, путем замены; 
закрепить умение решать задачи с помощью систем.

Для самостоятельного открытия понятия области допустимых значений урав-
нения рекомендуется выполнить № 1. Для самостоятельного открытия понятия 
целого, дробно-рационального и  рационального уравнений рекомендуется вы-
полнить № 2.

Для самостоятельного открытия способа решения дробно-рациональных 
уравнений, основанного на преобразовании дробных выражений к целым с уче-
том ОДЗ, рекомендуется выполнить № 3. Для самостоятельного открытия спосо-
ба решения дробно-рациональных уравнений, основанного на условии равенства 
алгебраической дроби нулю, рекомендуется выполнить № 4. Для самостоятельно-
го открытия способа решения дробно-рациональных уравнений, основанного на 
основном свойстве пропорции, рекомендуется выполнить № 6.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 7

а) 
5 25

1
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2x x

x

+
+

=
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5 25 0

1 0

5 5 0

1 0
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Ответ: {–5; 0}

в) 
2

2

1
1

x x+
+ =

ОДЗ: х ≠ 0, х ≠ –2.
2

2

1
1

2 2

2
1 3 2 2 2 0
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


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–1 ∈ ОДЗ, 2 ∈ ОДЗ.
Ответ: {–1; 2}.

д) 
x

x x x−
−

+
=
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7

2

8
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ОДЗ: х ≠ 2, х ≠ –2.
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3 ∈ ОДЗ, 2 — посторонний корень.
Ответ: {3}.

№ 8
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Ответ: {0}.

№ 9
а) Пусть намеченная скорость равна х км/ч, тогда реальная скорость  —  

(х + 1) км/ч;
6

x
ч — время, предполагаемое на дорогу;

6

1x +
ч — время, затраченное фактически;

1

2
ч — разница в предполагаемом и реально затраченном времени.

Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:
6 6

1

1

2
0

x x
x

−
+

=

>



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
	 	 x + 1 – ?
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Решим дробно-рациональное уравнение:
6 6

1

1

2x x
−

+
=

ОДЗ: х ≠ 0, х ≠ –1.
6 6 6

1

1

2
12 0

4

3
2x x

x x
x x

x

x

+ −

+( )
= ⇔ + − = ⇔

= −
=






–4 ∈ ОДЗ, 3 ∈ ОДЗ.
Проверим, удовлетворяют ли найденные корни второму условию модели:
–4 > 0 ложно
3 > 0 истинно
3 км/ч — намеченная скорость;
4 км/ч — реальная скорость.
Ответ: 4 км/ч.
№ 10
а) Пусть собственная скорость катера равна х км/ч,
тогда скорость по течению  — (х  + 3) км/ч, а  скорость против течения  —  

(х – 3) км/ч;
27

3x +
ч — время, затраченное на движение по течению реки;

27

3x -
ч — время, затраченное на движение против течения реки;

1ч — разность во времени, затраченном против течения и по течению.
Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:
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x x
x
−

−
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− >


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
	 	 x – 3 – ?

Решим дробно-рациональное уравнение:
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9

3
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x

x

x

x

x

x

D = 152 + 4·216 = 152 + 4·9·24 = 32 (25+ 4·24) =32·121=32·112 = 332.
Проверим, удовлетворяют ли найденные корни второму условию модели:
–9–3 > 0 ложно
24–3> 0 истинно
24 км/ч — собственная скорость катера;
21 км/ч — скорость катера против течения реки.
Ответ: 21 км/ч.
№ 11
а) Пусть дневная норма изготовления станков равна х станков,
тогда реально за день завод изготавливал (х + 2) станков;
180

x
д.— время, необходимое на изготовление станков к сроку;

180

2x +
д. — время, реально затраченное на изготовление 180 станков;

1 д.— разность во времени, запланированном и реально затраченном.
Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:
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Решим дробно-рациональное уравнение:

180 180
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2
1
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x
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x

x

b = 2, k = 1, D1 = 12 + 360 = 361 = 192.
Проверим, удовлетворяют ли найденные корни второму условию модели:
–20 > 0 ложно
18 > 0 истинно
18 станков в день было запланировано изготавливать;
20 станков в день изготавливали реально;
180: 20 = 9 дней завод выполнял заказ.
Ответ: 9 дней.
№ 13
1) Пусть скорость второго велосипедиста равна х км/ч,
тогда скорость первого — (х + 3) км/ч;
45

x
ч — время движения второго велосипедиста;

45

3x +
ч — время движения первого велосипедиста;

По условию известно, что второй велосипедист был в пути на 
1

2
ч дольше, чем 

первый.
Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:

45 45
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x x
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
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


	 	 x – ?

2) Пусть скорость автобуса равна х км/ч,
тогда скорость легкового автомобиля — (х + 20) км/ч;
120

x
ч — время движения автобуса;

120

20x +
ч — время движения легкового автомобиля;

По условию известно, что автобус был в пути на 1ч дольше, чем легковой ав-
томобиль.

Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:
120 120
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
	 	 x – ?

x + 20 – ?

3) Пусть скорость автобуса равна х км/ч,
тогда скорость легкового автомобиля — (х + 20) км/ч;
60

x
ч — время движения автобуса;

60

20x +
ч — время движения легкового автомобиля;

По условию известно, что автобус был в пути на (20 + 10) мин = 
1

2
ч дольше, 

чем легковой автомобиль.
Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:

60 60
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2
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+
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>
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x + 20 – ?
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Решим дробно-рациональное уравнение:
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b = 20, k = 10, D1 = 102 + 2400 = 2500 = 502.
Проверим, удовлетворяют ли найденные корни второму условию модели:
–60 > 0 ложно
40 > 0 истинно
40 км/ч скорость автобуса;
60 км/ч скорость легкового автомобиля.
Ответ: 40 км/ч, 60 км/ч.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 31*
Преобразуем данное равенство:
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Поэтому решение существует всегда, кроме двух случаев:
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Ответ: {–1; 3}.
№ 32*
После переноса правой части равенства влево, получим:
(a2 – a)(a – 1) + (b2 – b)(b – 1) + (c2 – c)(c – 1) = a(a – 1)2 + b(b – 1)2 + c(c – 1)2 ≥ 0
Все слагаемые неотрицательные, и равенство достигается, только если они все 

равны нулю. Значит, a = b = c = 1.
Ответ: a = b = c = 1.

П. 5.2.2. Способы решения дробно-рациональных уравнений*

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся со специальными приемами, которые используются 
при решении дробно-рациональных уравнений, и сформировать умение их при-
менять;

2) тренировать умение решать задачи с  помощью дробно-рационального 
уравнения; закрепить умение решать системы линейных уравнений с двумя пере-
менными с модулем, решать системы линейных уравнений с тремя переменными, 
повторить способ решения квадратных неравенств.

Для самостоятельного открытия приема замены переменной для решения 
дробно-рациональных уравнений рекомендуется выполнить № 33.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 34

а) Пусть t
x

x
=

−
2

4
, тогда уравнение примет вид: –t = 13 – 4(t + 1) ⇔ 3t = 9 ⇔ t = 3.
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Значит, 
2

4
3 2 3 4 4 12

x

x
x x x x

−
= ⇔ = −( ) ≠ ⇔ =, .

Ответ: {12}.
б) Пусть t = x2 – 2x, тогда уравнение примет вид:

t
t

t t

t
− = ⇔

− − =
≠



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3
2

2 3 0

0

2

.

Значит, либо t = –1, либо t = 3.
Если t = –1, то x2 – 2x + 1 = 0, следовательно, x = 1.
Если t = 3, то x2 – 2x – 3 =0, следовательно, x = –1 или 3.
Ответ: {–1; 1; 3}.
№ 35

а) Пусть t x
x

= −
3

, тогда уравнение примет вид:
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Уравнение t 2 – 15t + 26 = 0 имеет два корня: t = 2 и t = 13.
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б) Пусть t
x x

x
=

+
−

2 5

3 1
, тогда уравнение примет вид:
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Уравнение t 2–4t + 3 = 0 имеет два корня: t = 1 и t = 3.
Если t = 1, то
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Ответ: {–1; 1; 3}.
№ 36
а) ОДЗ: х ≠ 2, х ≠ –2
Выделив целую часть из каждой дроби, получим:
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Ответ: {–3; 3}.
б) ОДЗ: х ≠ 3.
Выделив целую часть из каждой дроби, получим:
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6 3 1 4+
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x x x
x x .

Ответ: {4}.
Из раздела для повторения рекомендуется разобрать решение № 40, так как его 

выполнение готовит учащихся к  изучению пункта «Решение рациональных не-
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равенств. Метод интервалов». Учитель может выбрать и другие задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 47*
Пусть данные числа — это a и b. Тогда условие можно записать так:
(a + 1)(b – 1) = ab + 2011 ⇔ b – a – 1 = 2011 ⇔ b – a = 2012.
Следовательно,
(a – 1)(b + 1) = ab + a – b –1 = ab – 2012 – 1 = ab – 2013.
Ответ: уменьшится на 2013.
№ 48*
Если бы старший родился в 2000 году (который тоже относится к XX веку), то 

сумма цифр года рождения младшего брата была бы больше, чем сумма цифр года 
рождения старшего, что противоречит условию.

Пусть старший брат родился в  19ab году, а  младший в  20cd. Тогда разница 
в возрасте равна:

x = 20cd – 19ab = (10 + a + b) – (2 + c + d) ⇔ x = 100 + 10c + d – (10a + b) =  
= 8 + (a – c) + (b – d)

Откуда имеем:
11(a – c) = 92 + 2(d – b).
Учитывая, что b и  d –цифры, получаем, что правая часть может принимать 

четные значения от 74 до 110. Но левая часть делится на 11 и не превосходит 99. 
Значит, это возможно только если

a – c = 8, b – d = 2
Тогда
x = 8 + (a – c) + (b – d) = 8 + 8 + 2 = 18.
Ответ: 18.
Замечание. Например, если старший родился в  1992  году, а  младший 

в 2010 году, то в 2013 старшему исполнился 21 год, а младшему — три года.
№ 49* 
Достаточно взять a = n 2 + 1:
(n2 + 1)(n + 1) – (n2 + n + 1) = (n3 + n2 + n + 1) – (n2 + n + 1) = n3

§ 3. Рациональные неравенства
П. 5.3.1. Решение рациональных неравенств. Метод интервалов

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятия целого, дробно-рационального и  рационального 
неравенств с одной переменной, понятие интервалов знакопостоянства;

2) познакомить учащихся с методом интервалов, построить на его основе ал-
горитмы решения целого и  дробно-рационального неравенств и  сформировать 
умение их применять;

3) тренировать умение решать дробно-рациональные уравнения с помощью 
выделения целой части и замены переменной; закрепить умение строить графи-
ки функции со знаком модуля путем перехода к разветвленной записи; повторить 
понятия системы, совокупности, дизъюнкции и конъюнкции, пересечения и объ-
единения множеств; среднего значения набора чисел.

Для самостоятельного открытия метода интервалов рекомендуется выполнить 
№ 50  — № 54. Для самостоятельного открытия правила смены знаков на интервалах 
рекомендуется выполнить № 58. Для самостоятельного открытия алгоритма решения 
целых неравенств рекомендуется выполнить № 63. Для самостоятельного открытия ал-
горитма решения дробно-рациональных неравенств рекомендуется выполнить № 65.
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Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 56
Применим алгоритм решения целых рациональных неравенств методом ин-

тервалов.
а) 4x2 – 4x + 1 > 0.
1. Используя равносильные преобразования, привести правую часть неравен-

ства к нулю, а левую — к произведению множителей вида (х – а)n, где n ∈ N:
«Свернем» квадратный трехчлен в квадрат двучлена по формуле сокращенно-

го умножения.
(2x2 – 1)2 > 0
2. Отметить на числовой прямой точки, при которых полученное произведение 

равно нулю (закрашенные, либо выколотые в зависимости от строгости неравенства):

3. Указать знак «+» полученного произведения на первом справа интервале:

4. Последовательно проставить знаки в остальных интервалах, пользуясь пра-
вилом смены знаков произведения множителей вида (х – а)n:

5. Определить по схеме интервалы и (или) точки, удовлетворяющие знаку не-
равенства (или то, что таких нет).

6. Записать ответ.
Ответ: х ∈ (–∞; 0,5) ∪ (0,5; +∞).
б) x2 – 2x + 1 < 0.
1. «Свернем» квадратный трехчлен в квадрат двучлена по формуле сокращен-

ного умножения.
(x – 1)2 < 0
2 – 5.

6. Ответ: x ∈ ∅.
в) 9x2 + 6x + 1 ≤ 0.
1. «Свернем» квадратный трехчлен в квадрат двучлена по формуле сокращен-

ного умножения.
(3x + 1)2 ≤ 0
2 – 5.

6. Ответ: x = −{ }1

3
.

г) 9x2 – 24x + 16 ≥ 0.
1. «Свернем» квадратный трехчлен в квадрат двучлена по формуле сокращен-

ного умножения:
(3x – 4)2 ≥ 0
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2 – 5.

6. Ответ: х ∈ (–∞; +∞).

№ 57
а) х 2 + 3х + 2 < 0.
1. Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по из-

вестной теореме:
х 2 + 3х + 2 = 0
х1 = –1, х2 = –2 (по теореме, обратной теореме Виета)
х 2 + 3х + 2 = (х + 1) (х + 2)
(х + 1) (х + 2) < 0.
2 – 5.

6. Ответ: х ∈ (–2; –1).

б) х 2 – 7х +12 > 0.
1. Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по из-

вестной теореме:
х 2 – 7х +12 = 0
х1 = 3, х2 = 4 (по теореме, обратной теореме Виета)
х 2 – 7х +12 = (х –3) (х – 4)
(х –3) (х – 4) > 0.
2 – 5.

6. Ответ: х ∈ (–∞; 3) ∪ (4; +∞).

в) 2х 2 + 5х + 2 ≤ 0.
1. Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по из-

вестной теореме:
2х 2 + 5х + 2 = 0
D = 52 – 4·2·2 = 25 – 16 = 9

x x1 2

5 3

2 2

5 3

2 2
=
− +
⋅

=
− −
⋅

,

х1 = –0,5, х2 = –2
2х 2 + 5х + 2 = 2 (х + 0,5) (х + 2)
2 (х + 0,5) (х + 2) ≤ 0.
2 – 5.

6. Ответ: х ∈ [–2; –0,5].
г) 12х 2 – х – 1 ≥ 0
1. Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по из-

вестной теореме:
12х 2 – х – 1= 0
D = (–1) 2 – 4·12· (–1) = 1 + 48 = 49
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x x1 2
1 7

2 12
1 7

2 12
=
− −( ) +

⋅
=
− −( ) −

⋅
,

х1 = 
1

3
, х2 = -

1

4

12 1 12
1

3

1

4
2x x x x− − = −






 +







(3х –1) (4х + 1) ≥ 0.
2–5.

6. Ответ: x∈ −∞ − 

∪ +∞










 ; ;

1

4

1

3
.

д) 3х 2 + 5х – 7 > 0
1. Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по из-

вестной теореме:
3х 2 + 5х – 7 = 0
D = 52 – 4·3· (–7) = 25 + 84 = 109

x x1 2

5 109

6

5 109

6
=
− +

=
− −

,

3 5 7 5 109

6

5 109

6

2x x x x+ − = −
− +







 −

− −









x x−
− +







 −

− −







 >

5 109

6

5 109

6
0 .

2–5.

6. Ответ: x∈ −∞
− −







∪

− +
+∞









; ;

5 109

6

5 109

6
.

е) –2х 2–5х + 1 ≥ 0.
1. Разделим обе части неравенства на (–1) и поменяем знак неравенства на 

противоположный: 2х 2 +5х – 1 ≤ 0
Найдем корни квадратного трехчлена и разожим его на множители по извест-

ной теореме:
2х 2 + 5х – 1 = 0
D = 52 – 4·2· (–1) = 25 + 8 = 33

x x1 2

5 33

4

5 33

4
=
− +

=
− −

,

2 5 1 2 5 33

4

5 33

4

2x x x x+ − = −
− +







 −

− −









2 5 33

4

5 33

4
0x x−

− +







 −

− −







   m .

2–5.
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6. Ответ: x∈ − − − +









5 33

4

5 33

4
; .

Неравенства 2х 2 – х + 1 ≥ 0 и 7х 2 – 2х + 3 < 0 от предыдущих отличаются тем, 
что у квадратных трехчленов нет корней.

№ 61
а) (x – 1)3(x + 2)2(x – 3) > 0.
1.—
2–5.
х1 = –2, х2 = 1, х3 = 3.

6. Ответ: х ∈ (–∞; –2) ∪ (–2; 1) ∪ (3; +∞).
б) (x – 3)4(x + 5)5(x – 7) < 0.
1.—
2–5.
х1 = –5, х2 = 3, х3 = 7.

6. Ответ: х ∈ (–5; 3) ∪ (3; 7).
в) (x + 10)(x + 9)2(x + 8)4 ≥ 0.
1.—
2–5.
х1 = –10, х2 = –9, х2 = –8.

6. Ответ: х ∈ [–10; +∞).
г) (x – 1)4(x + 2)2(x + 5) ≤ 0.
1.—
2–5.
х1 = –5, х2 = –2, х3 = 1.

6. Ответ: х ∈ (–∞; –5] ∪ {–2} ∪ {1}.
№ 62 
а) (х – 1) (х 2–1) > 0	 .
(х – 1) (х 2–1) = (х – 1) (х – 1) (х + 1) = (х – 1) 2 (х + 1)
(х – 1) 2 (х + 1) > 0
х1 = –1, х2 = 1

Ответ: х ∈ (–1; 1) ∪ (1; +∞).
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б) (х 2 – 4)3 (х – 2) < 0.
((х – 2) (х + 2))3 (х – 2) = (х – 2)4 (х + 2)3

(х – 2)4 (х + 2)3 < 0
х1 = –2, х2 = 2

Ответ: х ∈ (–∞; –2).
в) (х – 9)2 (х 2–9) ≤ 0.
(х – 9)2 (х – 3) (х + 3) ≤ 0
х1 = –3, х2 = 3, х3 = 9.

Ответ: х ∈ [–3; 3] ∪ {9}.
№ 68

а) x x
x

+( ) −( )
−

>1 2
3

0

Применим алгоритм решения дробно-рациональных неравенств методом ин-
тервалов.

1.—
2. Заменить полученное неравенство равносильным целым неравенством, 

в левой части которого стоит f(x) · g(x), а справа 0 (для нестрогих неравенств за-
писать дополнительное условие g(x) ≠ 0).

(x + 1)(x – 2)(x – 3) > 0
3. Решить полученное целое неравенство (для нестрогих неравенств исклю-

чить из решения точки, где g(x) = 0):
х1 = –1, х2 = 2, х3 = 3.

4. Записать ответ.
Ответ: х ∈ (–1; 2) ∪ (3; + ∞)

б) x x
x

+( ) −( )
−

1 2
3

0
2 5

  m

1.—
2.

x x
x

x x x
x

+( ) −( )
−

⇔ +( ) −( ) −( )
≠





1 2
3

0 1 2 3 0

3

2 5 2 5

  
  

m
m

3.
х1 = –1, х2 = 2, х3 = 3.

4. Ответ: х ∈ {–1} ∪ [2; 3).

в) x x x

x x

−( ) −( ) −( )

−( ) −( )
1 2 3

4 5
0

3 2

5 4
  l .

1.—
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2.

x x x

x x

x x x x x
−( ) −( ) −( )

−( ) −( )
⇔

−( ) −( ) −( ) −( )
1 2 3

4 5
0

1 2 3 43 2

5 4

3 2 5

  l
−−( )

≠
≠









5 0

4

5

4   l
x

x
3
х1 = 1, х2 = 2, х3 = 3, х4 = 4, х5 = 5.

4. Ответ: х ∈ [1; 2] ∪ {3} ∪ (4; 5) ∪ (5; +∞).

г) x x x

x x x

+( ) −( )

+ +( ) +( )
>1 2

1 1
0

2 3

2
.

1. Квадратный трехчлен не имеет корней (D  = –3 < 0). Так как а  > 0, то  
x2 + x + 1 > 0 при всех действительных значениях х.

2. При решении неравенства x2 + x + 1 не будем учитывать.

x x x
x

x x x
x

+( ) −( )
+

> ⇔ +( ) −( ) >
≠ −





1 2
1

0 1 2 0

1

2 3 3 3

3
х1 = –1, х2 = 0, х3 = 2.

4. Ответ: х ∈ (–1; 0) ∪ (2; +∞).
№ 69

а) 
8

10

2

2

-
- -

x

x x
  m

1. 
8

10

2

2

8

10

2

2
6

10 2
0 6

2−
− −

⇔
−
−

−
−

⇔ − −( )
−( ) −( )

⇔ −x

x x

x

x x
x

x x

x    0   m m m
(( )
−( ) −( )

2

10 2
0

x x
  l

2.

x

x x

x x x
x

x

−( )
−( ) −( )

⇔
−( ) −( ) −( )
≠
≠









6

10 2
0

6 10 2 0

10

2

2
2

  

  

l
l

3.
х1 = 2, х2 = 6, х3 = 10.

4. Ответ: х ∈ (–∞; 2) ∪ {6} ∪ (10; +∞).

б) 
2

1

3

2
2

x x+
+

+
> .

1. 
2

1

3

2
2

2 3

1 2
0

2 1 1 5

1 2
0

2

x x

x x

x x

x x

x x+
+

+
> ⇔

+ −

+( ) +( )
< ⇔ −( ) +( )

+( ) +( )
<

,

2.

2 1 1 5

1 2
0

2 1 1 5 1 2 0

1
x x

x x

x x x x

x

x

−( ) +( )
+( ) +( )

< ⇔
−( ) +( ) +( ) +( ) <

≠ −
≠ −

,
,

22








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3.
х1 = –2, х2 = –1,5, х3 = –1, х4 = 1.

4. Ответ: х ∈ (–2; –1,5) ∪ (–1; 1).

№ 70
1.

x x x
x x

x x x

x

x x x+( ) − +( )
− +

> +( ) + −( )
−( )

⇔ +( ) − + −5 3 3 1
6 9

5 2 1

3

5 3 3 12

2

2

2

2 xx x

x

x x x

x

x x x

2

2

2

2

2 1

3
0

5 2 5 2

3
0 5 2 1 2

− +( )
−( )

> ⇔

⇔ +( ) − +( )
−( )

> ⇔ +( ) −( ) −(( )

−( )
>

x 3
0

2

2. x x x

x

x x x x
x

+( ) −( ) −( )

−( )
> ⇔ +( ) −( ) −( ) −( ) >

≠





5 2 1 2

3
0 5 2 1 2 3 0

32

2

3.
х1 = –5, х2 = 0,5, х3 = 2, х4 = 3.

4. Ответ: х ∈ (–5; 0,5) ∪ (2; 3) ∪ (3; +∞).

№ 71

б) 
1

2

2 3

1
2 1

4

2 1
0

2

3

2

1

x x x
x

x

x x x

x

x

x

x

−
+ >

−
− >






⇔

−

−( ) −( )
<

>




<
<




  l




























Решим дробно-рациональное неравенство:

x

x x x

x x x x
x

x

x

−

−( ) −( )
< ⇔

−( ) −( ) −( ) <
≠
≠
≠











4

2 1
0

2 1 4 0

0

1

2

.

х1 = 0, х2 = 1, х3 = 2, х4 = 4.

x ∈ (0; 1) ∪ (2; 4).
Решим совокупность двух систем неравенств:

x

x

x

x

  l 2

3

2

1

>




<
<














х ∈ (–∞; 1) ∪ (3; +∞).
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Найдем пересечение двух множеств решений.

Ответ: х ∈ (0; 1) ∪ (3; 4).
№ 72
Пусть запланированное количество гостей равно х ч., тогда новое количество 

гостей — (х + 1) ч.;
450

x
 руб.— стоимость одного сувенира первоначально;

450

1x +
руб.— новая стоимость сувенира;

По условию разница между запланированной ранее и новой ценой сувенира 
составила не менее 5 рублей.

Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:
450 450

1
5

0
x x

x

−
+

>







  l
	 	 x + 1 – ?

Решим дробно-рациональное неравенство:

450 450

1
5

90

1
0 9 10

1
0

2

x x

x x

x x

x x

x x

x x
−

+
⇔

+ −

+( )
⇔ −( ) +( )

+( )
⇔      l m m

++( ) −( ) +( )
≠
≠ −









1 9 10 0

0

1

x x

x

x

  m

х1 = –10, х2 = –1, х3 = 0, х4 = 9.

х ∈ [–10; –1) ∪ (0; 9].
Выберем из решения те значения, которые удовлетворяют второму условию 

математической модели:
х ∈ (0; 9]
Таким образом, планировалось пригласить не более 9 человек, то есть
0 < х ≤ 9. А новое количество гостей было 0 +1 < х + 1 ≤ 9 + 1 ⇔ 1 < х + 1 ≤ 10
Ответ: от 2 до 10 человек.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 97*
Преобразуем неравенство

x
x

x
x

x

x
x x

x
        l l l l

200 200
0

200
0

200 200
0

2

⇔ − ⇔
−

⇔ −( ) +( )
.

Решением этого неравенства будет множество −  ∪ +∞)200 0 200; ; .
Так как 142 < 200 < 152, то 14 200 15< < . Значит, наименьшее целое x = –14.
Ответ: –14.
№ 98*
Утверждение следует из тождества
(a2 – 1)(b2 – 1) = a2b2 – a2 – b2 + 1 = a2b2 + 1 + 2ab – 2ab – a2 – b2 = (ab + 1)2 – (a + b)2.
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П. 5.3.2. Доказательство неравенств.  
Некоторые замечательные неравенства

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие о том, что значит доказать неравенство; познакомить 
учащихся с алгебраическими определениями соотношений «больше» и «меньше»;

2) уточнить понятие среднего арифметического; познакомить учащихся с по-
нятием среднего геометрического; доказать неравенство между средним арифме-
тическим и средним геометрическим;

3) познакомить учащихся с  понятиями среднего гармонического и  среднего 
квадратичного; доказать неравенства о расположении средних чисел между этими 
числами*;

4) построить алгоритм доказательства неравенств с помощью сравнения с нулем 
разности левой и правой частей неравенства и сформировать умение его применять;

5) познакомить учащихся с другими способами доказательства неравенства*;
6) тренировать умение решать рациональные неравенства методом интерва-

лов; закрепить умения выполнять преобразования выражений с корнями, решать 
системы неравенств с модулями; повторить статистические характеристики и за-
крепить умение их рассчитывать.

Для самостоятельного открытия способа доказательства неравенств с  помо-
щью сравнения с нулем разности левой и правой частей неравенства рекоменду-
ется выполнить № 99 — № 101, при этом, выполняя № 100, учащиеся смогут само-
стоятельно сформулировать алгебраические определения соотношений «больше» 
и «меньше».

В более подготовленном классе можно организовать самостоятельную дея-
тельность учащихся по формулировке и доказательству неравенств о средних, для 
чего можно использовать задания № 106 — № 107.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 102

а) 
x y

xy
2 2

2

+
  l

Составим разность левой и правой частей неравенства, преобразуем ее так, 
чтобы однозначно определить знак разности:

x y
xy

x y xy x y2 2 2 2 2

2

2

2 2
0

+
− =

+ −
=

−( )
  l , так как 2 > 0 и значение (х – у)2 ≥ 0 

при всех действительных значениях х и у.

Значит, 
x y

xy
2 2

2

+
  l , что и требовалось доказать.

№ 103
Составим разность левой и правой частей неравенства, преобразуем ее так, 

чтобы однозначно определить знак разности:

1 2 1 2 1 02
2 2

+ − = − + ( ) = −( )x x x x x   l , так как значение квадрата двучле-
на неотрицательно при допустимых (по условию) значениях х.

Значит, 1 2+ x x  l  при х ≥ 0, что и требовалось доказать.
№ 104
Составим разность левой и правой частей неравенства, преобразуем ее так, 

чтобы однозначно определить знак разности:
1 1 4 4

0
2 2 2

x y x y

xy y xy x xy

xy x y

x y

xy x y
+ −

+
=

+ + + −
+( )

=
−( )
+( )

  l , так как по условию х > 0, 

у > 0, то есть знаменатель алгебраической дроби положителен, а (х – у)2 ≥ 0.
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Значит, 
1 1 4

x y x y
+

+
  l  при х > 0, у > 0, что и требовалось доказать.

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить № 122, при выполне-
нии которого учащиеся вспомнят известные им статистические характеристики. 
Эта работа готовит учащихся к изучению новых статистических характеристик 
в главе 6. Учитель может выбрать и другие задания, которые целесообразно по-
вторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруд-
нений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 129*

x y x y x y x y x y xy4 4 4 4 2 2 2 2 2 28 2 8 2 8 2 4 2 2 4 8+ + + = + = +( ) ⋅ =    l l .
№ 130*
Так как, a > b > c, то (a – b)(a – c)(b – c) > 0
Но (a – b)(a – c)(b – c) > 0 ⇔ a2b + b2c + c2a – b2a – a2c – c2b > 0, что и требова-

лось.
№ 131*
Так как x, y, z > 0, то x y x z z x xy yz zx xyz+( ) +( ) +( ) ⋅ ⋅ =  l 2 2 2 8 .

П. 5.3.3. Задачи на максимум и минимум*

Основные содержательные цели:

1) сформировать умение применять неравенство между средним арифметиче-
ским и средним геометрическим для решения задач на поиск наименьшего и наи-
большего значения;

2) тренировать умение доказывать неравенства; закрепить умение решать си-
стемы линейных неравенств с двумя переменными; повторить статистические ха-
рактеристики и закрепить умение их рассчитывать.

Для самостоятельного открытия способа решения задачи на максимум (мини-
мум) с помощью неравенства между средним арифметическим и средним геоме-
трическим рекомендуется выполнить № 132 — № 134.

№ 132

а) Для чисел 4 и 9 среднее арифметическое равно 
4 9

2
6 5

+
= , , среднее геоме-

трическое равно 4 9 6⋅ = . Поэтому 
4 9

2
4 9

+
> ⋅ .

б) Для чисел 5 и 20 среднее арифметическое равно 
5 20

2
12 5

+
= , , среднее гео-

метрическое равно 5 20 10⋅ = . Поэтому 
5 20

2
5 20

+
> ⋅ .

в) Для чисел 100 и 100 среднее арифметическое равно 
100 100

2
100

+
= , среднее 

геометрическое равно 100 100 100⋅ = . Поэтому 
100 100

2
100 100

+
= ⋅ .

г) Для чисел 33 и 55 среднее арифметическое равно 
33 55

2
44

+
= , среднее гео-

метрическое равно 33 55 11 15⋅ = . Поэтому 
33 55

2
11 4 11 15 33 55

+
= ⋅ > = ⋅ .

Вообще, для любых неотрицательных чисел a и b среднее арифметическое не 
меньше среднего геометрического, так как ранее мы доказали неравенство между 

средним арифметическом и средним геометрическом: 
a b

ab
+
2

  l .
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При изучении предыдущего пункта мы выяснили, что среднее арифметиче-
ское равно среднему геометрическому тогда и только тогда, когда числа равны.

№ 133

Среднее арифметическое сторон есть 
a b+

2
. Так как P = 2(a + b), то 

a b P+
=

2 4
.

Среднее геометрическое сторон есть ab S= .
№ 134
При выполнении этого задания учащиеся используют результаты предыдуще-

го задания.

Так как 
a b

ab
+
2

  l , то 
P

S
4

  l . То есть наибольшая возможная площадь бу-

дет S
P

=
2

16
 в случае, когда a b

P
= =

4
.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 135
4 25 100

4 25
100

25 4
25

25 4 2
24 2

2

2

2
2

2

2x x

x
x

x
x

x
x

+ +
= + + = + +






 + ⋅ ⋅  l

55
65

2x
= ,

причем равенство достигается при x
x

2

2

25
= , то есть при x = ± 5 .

Ответ: 65.
№ 136
При x > 0 выражение положительно. Поэтому рассмотрим дробь, обратную 

данной, и найдем ее наименьше значение.
3 27

3 1
27

1 2 3
27

19
2x x

x
x

x
x

x

+ +
= + + + ⋅ =  l , причем равенство достигается при 

x =3.

Поэтому 
x

x x3 27

1

192 + +
  m  при x > 0.

Ответ: 
1

19
.

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить № 140, при выполнении 
которого учащиеся вспомнят известные им статистические характеристики. Эта 
работа готовит учащихся к изучению следующей главы. Учитель может выбрать 
и другие задания, которые целесообразно повторить с конкретным классом, в за-
висимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 147*
123456789 · 123456787 = (123456788 + 1)(123456788 – 1) = 1234567882 – 1 <  

< 1234567882.
Ответ:123456789 · 123456787 < 1234567882.
№ 148*
Подойдут группы, произведение чисел в которых равно 1440, например {4, 5, 

8, 9} и {2, 6, 10, 12}. Очевидно, что числа 7 и 11 должны быть исключены. Произве-
дение остальных чисел есть 210 · 35 · 52, поэтому еще необходимо исключить число 
3 или 12 (так как в произведение число 3 входит в нечетной степени).

Ответ: нужно исключить три числа, например 3, 7 и 11.
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Глава 6. Элементы комбинаторики,  
теории вероятностей и статистики

Изучая первый параграф шестой главы, учащиеся начинают осваивать азы 
комбинаторики. Эта работа основывается на опыте систематического перебора 
вариантов, который учащиеся приобрели к  этому времени. Начиная с  1 класса 
им регулярно предлагались задачи на выбор логики перебора, учащиеся учились 
проводить перебор с помощью таблиц и дерева возможностей. Актуализация это-
го опыта помогает подготовить открытие правила произведения, которое в свою 
очередь позволяет учащимся вывести первую из осваиваемых в  курсе формул 
комбинаторики — формулу подсчета числа перестановок. Следует понимать, что 
основной задачей изучения этого раздела является не заучивание новых понятий 
и формул, а развитие мышления учащихся. Так, решение комбинаторных задач 
формирует способность представлять явления в разных комбинациях, проводить 
целенаправленный перебор возможностей и др. Именно поэтому в курсе уделяет-
ся время формированию умения организовать систематический перебор, а также 
предлагается достаточно широкий спектр разнообразных комбинаторных задач, 
требующих умения применять известные способы не только в  стандартных, но 
и в поисковых ситуациях.

Второй параграф данной главы посвящен изучению статистики и теории веро-
ятностей. В этом параграфе ряд известных учащимся статистических характери-
стик дополняется новыми: вводятся понятия отклонения от среднего, дисперсии 
и  частоты. Пункт, посвященный изучению такого статистического показателя, 
как частота, не только расширяет возможности учащихся по проведению стати-
стического анализа, но и формирует необходимый опыт для перехода к изучению 
нового раздела математики  — теории вероятностей. В  рамках изучения теории 
вероятностей учащиеся знакомятся с  классическим определением вероятности, 
учатся решать простейшие вероятностные задачи, после чего рассматривают ста-
тистическую вероятность и ее взаимосвязь с классическим понятием вероятности. 
Учащиеся должны понимать, в каком случае следует пользоваться классическим 
определением вероятности, а в каком можно рассчитать только статистическую 
вероятность. Для этого им предлагается использовать разветвленный алгоритм.

Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания шестой главы учащиеся:
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и по-

исковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему алгоритму, определению, свойству;
• используют таблицы и графические схемы для организации перебора вариан-

тов и подсчета их количества;
• анализируют задачи на подсчет числа вариантов с целью упрощения их ре-

шения;
• применяют известное правило произведения для выведения формулы числа 

перестановок;
• применяют формулы для решения комбинаторных и вероятностных задач;
• применяют формулы для вычисления значений статистических характеристик;
• проводят эксперименты, анализируют их результаты, формулируют на их ос-

нове гипотезы;
• проводят классификацию событий по признаку их вероятности;
• анализируют полученные значения тех или иных статистических характери-

стик и интерпретируют их;
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• строят способ действия для решения задач нового типа;
• записывают способы действий с помощью алгоритмов, выбирают алгоритм 

и используют его для выполнения различных задач;
• применяют полученные знания для решения задач практической направлен-

ности.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении шестой главы планированием предусмотрены уроки ОНЗ, 
структура которых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса уни-
версальных учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на 
примере содержания пункта 6.2.1. «Еще о статистических характеристиках. Дис-
персия».

В этом пункте учащиеся повторяют известные им с 7 класса статистические 
показатели и знакомятся с понятием дисперсии.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствии с требованиями 
технологии деятельностного метода Л. Г. Петерсон (см. раздел «Приложение»). На 
этапе мотивации учитель может предложить учащимся обсудить эпиграф к пун-
кту и перейти к вопросу применения восьмиклассниками известных на данный 
момент статистических показателей. После чего учитель организует повторение 
способа вычисления этих показателей (№ 250). Далее учащихся следует познако-
мить с понятием дисперсии. Для самостоятельного открытия этого понятия реко-
мендуется использовать задание № 251.

Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: понятие дисперсии.
2. Актуализация.
Повторить: известные статистические показатели (среднее, наибольшее 

и наименьшее значения, размах и мода набора чисел).
Ввести: понятие набора, упорядоченного по возрастанию (убыванию).
Подготовить введение новой статистической характеристики: показать недо-

статочность известных восьмиклассникам статистических показателей для выяв-
ления величины разброса значений в наборе чисел (на содержании № 251).

3. Задание на пробное действие.
Вычислите статистический показатель, с помощью которого можно выявлять, 

как сильно отличаются числа внутри набора (на содержании № 251).
4. Фиксация затруднения.
Я не могу вычислить такой показатель, с помощью которого можно выявлять, 

как сильно отличаются числа внутри набора.
Я не могу обосновать, что мой ответ верный.
5. Фиксация причины затруднения.
Не известен статистический показатель, с  помощью которого можно выяв-

лять, как сильно отличаются числа внутри набора.
6. Цель учебной деятельности.
Выявить, с помощью какого показателя можно определять, как сильно отли-

чаются числа внутри набора.
7. Фиксация нового знания.
Учащиеся должны познакомиться с новым показателем — дисперсия набора. 

Открыть новое знание учащиеся могут с использованием текста учебника.
На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задание № 252 (а, б) — 

№ 253 (а). Для самостоятельной работы учащимся можно предложить выполнить 
№ 252(в) или/и 253 (б).

Этап включения в систему знаний можно посвятить интерпретации результа-
тов, полученных при выполнении № 253.
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Если на этапе актуализации знакомых с 7 класса статистических характери-
стик были выявлены пробелы, то на этапе повторения рекомендуется выполнить 
задания № 254 — № 255. На этапе рефлексии учащимся предлагается оценить про-
цесс и результат своей работы на уроке. Интересно будет оценить дисперсию от-
меток, выставленных себе учащимися.

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы кото-
рого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: 
уроки рефлексии тренировочного и коррекционного типов, где учащиеся вырабаты-
вают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы действий, 
учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою 
учебную деятельность.

По окончанию изучения шестой главы учащимся предлагается ссылка на 
экспресс-тест, которые можно использовать для урока рефлексии или в качестве 
домашней работы.

Планированием также предусмотрены и уроки обучающего контроля. Перед 
проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлексии 
с использованием содержания соответствующего раздела «Задачи для самокон-
троля».

В заключение учебника представлен раздел для повторения содержания всего 
курса 8 класса.

§ 1. Элементы комбинаторики
П. 6.1.1. Задача систематического перебора вариантов

Основные содержательные цели:

1) уточнить и систематизировать способы решения задач, связанных с пере-
бором вариантов;

2) построить метод систематического перебора и  сформировать умение его 
применять при подсчете числа комбинаций из различных символов;

3) тренировать умение находить наименьшее (наибольшее) значение выраже-
ния, доказывать неравенства; закрепить умение строить графики функций и вы-
являть их свойства.

Выполнение заданий № 169 — № 175 актуализирует имеющийся у учащихся 
опыт решения задач на систематический перебор вариантов. При этом № 171 на-
правлен на уточнение способа применения таблицы; № 172–№ 173 — на уточне-
ние способа применения графической схемы (дерева возможностей). В результате 
этой подготовки учащиеся смогут самостоятельно построить метод систематиче-
ского перебора (№ 176). Отметим, что пока они смогут сформулировать первые 
три из четырех его шагов; дополнить его четвертым шагом учащиеся смогут после 
выполнения № 178.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
Отметим, что при выполнении заданий этого пункта важно организовывать 

непосредственный перебор всех вариантов. На первое место встает вопрос грамот-
ной организации этого перебора. Вопрос о количестве рассмотренных вариантов 
пока имеет второстепенное значение. Эта работа крайне важна для формирования 
у  учащихся опыта составления комбинаций, перебора их различных вариантов 
и подсчета количества этих вариантов. Она мотивирует учащихся к дальнейше-
му поиску правил и формул, облегчающих этот подсчет. Отметим, что при таком 
способе построения работы с  заданиями у  каждого из учеников возникает воз-
можность самостоятельно и  постепенно прийти к  построению нужных правил 
и осознанному их применению в дальнейшем.
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№ 174
Картофель 
жареный

Картофельное 
пюре Гречка Рис Макароны

Рыба РКж РКп РГ РР РМ
Мясо МКж МКп МГ МР ММ
Курица ККж ККп КГ КР КМ

Вопрос о количестве вариантов обсуждается только после проведения пере-
бора.

Ответ: 15 вариантов.
№ 175
При решении задачи рекомендуется использовать схемы. Сначала изобража-

ется схема с  комбинациями блюд, если на первое будут предложены щи. Затем 
изображается схема с комбинациями блюд, если на первое будет предложен борщ.

Для актуализации менее подготовленными учащимися смысла этой схемы 
учитель может озвучить одну из комбинаций (например, щи, жаркое и  компот) 
и выделить ее цветом на схеме (проведя красным мелом от точки «щи» к точке 
«жаркое» и далее к точке «компот»), потом выделить цветом другую комбинацию 
и попросить озвучить ее одного из учеников.

Еще раз обратим внимание, что при выполнении этого задания учащиеся учат-
ся организовывать систематический перебор вариантов. Вопрос о рационализации 
поиска количества вариантов обсуждается только после проведения перебора. При 
этом учащиеся должны прийти к выводу, что схему для борща можно было не изо-
бражать, достаточно было удвоить количество комбинаций, полученных при пере-
счете вариантов первой схемы. После чего учащимся можно задать вопрос: сколько 
бы вариантов получилось, если было предложено три первых блюда (18 вариантов).

Ответ: 12 вариантов.
После того как в № 176 учащиеся пробуют сформулировать способ система-

тического перебора и соотносят его с методом, представленным в учебнике, при 
выполнении следующих заданий они учатся обходиться без непосредственного 
перебора вариантов.

№ 177
Общее количество возможных вариантов равно произведению числа вариан-

тов, полученного для одной «закрепленной» дороги, на количество таких дорог.
Из города А в город С можно добраться 20 способами: 5 · 4 = 20.
Из А в D можно добраться 120 способами: 20 · 6 = 120.
Ответ: 120 способов.
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№ 178
а) Рассмотрим случай, когда все вещи хорошо смотрятся вместе.
Решение:
Можно рассуждение провести с помощью метода систематического перебора, 

обозначив названия вещей и их цвета первыми буквами соответствующих слов, 
а шелковый и шерстяной платки соответственно цифрами 1 и 2.

Закрепим на первом месте комбинации один из символов, принадлежащих 
множеству заданных в задаче символов — брюки.

Для выделенного случая выпишем возможные варианты, используя схему. 
Подсчитаем полученное число вариантов — их 12.

Общее количество возможных вариантов равно произведению числа вариан-
тов, полученного для одного «закрепленного» символа (брюки) на количество за-
данных символов.

12 ∙ 2 = 24.
Ответ: 24 наряда.
б) Рассмотрим случай, когда голубую блузку нельзя комбинировать с юбками, 

а с брюками платки.
Найдем количество возможных вариантов отдельно для брюк и  для юбки, 

а затем сложим полученные числа.

С учетом ограничений на составление комплектов одежды получаем: 6 + 8 =14 
нарядов.

Ответ: 14 нарядов.
Теперь после выполнения № 296 (б) учащиеся смогут дополнить метод 

систематического перебора последним шагом: «если на символы наложены 
какие-либо ограничения, то вычислить количество возможных вариантов от-
дельно для всех символов с  различными свойствами, а  затем сложить полу-
ченные числа».

№ 179
Пусть буквы называются А, Б и В.
«Закрепим» букву А, тогда:

Первая буква А
Вторая буква А Б В
Третья буква А Б В А Б А В

Всего 7 слов.
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Если первая буква Б, то:
Первая буква Б
Вторая буква А Б В
Третья буква А Б А Б В Б В

Всего 7 слов.
Если первая буква В, то:

Первая буква В
Вторая буква А Б В
Третья буква А В Б В А Б В

Всего 7 слов.
Итого 7 + 7 + 7 = 21 слово.
Заметим, что после того как учащиеся познакомятся с правилом произведе-

ния и понятием перестановки эту задачу можно будет решить иначе: из общего 
числа способов написания слова (3 × 3 × 3 = 27) следует вычесть количество пере-
становок из букв А, Б, В (3! = 6).

Важно показать учащимся, что количество вариантов в  некоторых задачах 
легче найти непосредственным их перебором. Для этого можно выполнить № 298.

№ 180
Нарисуем таблицу, в  которой верхний ряд указывает количество очков, вы-

павших на первой кости, левый — на второй кости, и закрасим те клетки, которые 
соответствуют условию. Итого их 11 подходящих последовательностей:

Первый бросок
1 2 3 4 5 6

В
то

ро
й 

бр
ос

ок

1
2
3
4
5
6

В более подготовленных классах учащимся можно предложить решить 
№ 181 — № 182. Эти задачи носят развивающий характер и учащиеся решают их 
без применения каких-либо комбинаторных формул.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.
№ 197*
Рассмотрим момент времени, описываемый в задаче. Пусть к этому моменту 

ЦСКА забросил x мячей. Тогда после этого момента Динамо забросил x мячей, 
в итоге забросив 53 мяча. Значит, к рассматриваемому моменту Динамо забросил 
53 – x мячей. Но тогда к рассматриваемому моменту ЦСКА и Динамо в сумме за-
бросили

x + (53 – x) = 53 мяча.
Ответ: 53.
№ 198*
Предположим, что нашлись такие целые числа x и y, что xy(x + y) = 2517. Так 

как все сомножители целые, а произведение нечетное, то каждый из трех сомно-
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жителей нечетен. Но если числа x и y — нечетны, то число x + y четно. Получили 
противоречие.

Ответ: не могло.

П. 6.1.2. Задача подсчета различных вариантов. Правило произведения

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся с новым разделом математики — комбинаторикой;
2) построить правило произведения и  сформировать умение его применять 

при подсчете числа различных вариантов;
3) тренировать умение решать задачи методом систематического перебора; 

закрепить умение выполнять преобразования выражений с корнями; использо-
вать графики функций для решения систем уравнений; повторить понятие четной 
и нечетной функции.

Для самостоятельного открытия способа нахождения количества вариантов 
выбора элементов в пару, обобщением которого является правило произведения, 
рекомендуется выполнить № 199. Для самостоятельного открытия правила произ-
ведения рекомендуется выполнить № 203. В более подготовленных классах можно 
организовать самостоятельное открытие способа решения составных задач, в ко-
торых требуется применить правило произведения; для чего рекомендуется вы-
полнить № 211.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 204
а) Цифры в записи пятизначного числа не должны повторяться. Первой в числе 

может стоять любая из пяти цифр, второй — любая из четырех оставшихся, третьей — 
любая из трех оставшихся, четвертой — любая из двух оставшихся, пятой — одна.

Значит, всего будет 5 · 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 120 различных пятизначных чисел.
б) В  качестве первой цифры пятизначного числа можно выбрать любую из 

пяти указанных в задаче цифр. Значит, первую цифру в числе можно выбрать 5 
способами. Аналогично, каждую из второй, третьей, четвертой и  пятой цифры 
числа также можно выбрать пятью способами. Значит, всего можно составить  
5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 · 5 = 3125 различных пятизначных чисел.

№ 205
По условию первая цифра трехзначного числа — нечетная, значит цифра со-

тен может быть выбрана пятью способами. По условию вторая — четная, значит 
цифра десятков может быть выбрана тоже пятью способами. Так как третья цифра 
должна делиться на 3, то цифра единиц может быть выбрана тремя способами. 
Тогда по правилу произведения можно составить 5 ∙ 5 ∙ 3 = 75 комбинаций, то есть 
75 таких чисел.

№ 209
а) Нужно покрасить четыре клетки. Первую клетку можно покрасить дву-

мя способами. Аналогично, каждую из второй, третьей и четвертой клеток так-
же можно покрасить двумя способами. Значит, клетки квадратной таблицы 2×2 
можно покрасить в черный или белый цвет 24 = 16 способами.

б) Нужно покрасить девять клеток. Первую клетку можно покрасить двумя 
способами. Аналогично, каждую из второй, третьей, четвертой, … девятой клеток 
также можно покрасить двумя способами. Значит, клетки квадратной таблицы 
3×3 можно покрасить в синий или белый цвет 29 = 512 способами.

№ 211
7 ∙ 5 + 7 ∙ 10 + 5 ∙10 = 155 (вариантов)
Ответ: 155 различных вариантов угощения может составить Маша.
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№ 214
а) В качестве первой цифры шестизначного числа можно выбрать любую из 

пяти нечетных цифр. Значит, первую цифру в числе можно выбрать 5 способами. 
Аналогично, каждую из второй, третьей, четвертой, пятой и шестой цифр числа 
также можно выбрать пятью способами. Значит, всего можно составить 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 
· 5 ∙ 5 = 56 = 15625 различных шестизначных чисел, все цифры которых нечетные.

б) Четных цифр столько же сколько нечетных, однако среди них есть цифра 0, 
которая не может стоять на первом месте. Значит, первую цифру в числе можно вы-
брать 4 способами. Каждую из второй, третьей, четвертой, пятой и шестой цифры 
числа можно выбрать пятью способами. Значит, всего можно составить 4 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 
· 5 ∙ 5 = 4 ∙ 55 = 12500 различных шестизначных чисел, все цифры которых четные.

в) Найдем сначала количество всех шестизначных чисел, с  учетом того, что 
на первом месте не может стоять ноль, получим, что их количество равно: 9 ∙ 105.

Найдем число шестизначных чисел, в  которых нет ни одной цифры пять 
(мы можем использовать все цифры кроме пяти и соответственно количество ис-
пользуемых цифр сократиться на один), поэтому их число составит 8 ∙ 95.

Тогда количество шестизначных чисел, в записи которых содержится хотя бы 
одна цифра 5, будет равно их разности: 9 ∙ 105 – 8 ∙ 95 = 427608.

г) В качестве первой цифры шестизначного числа можно выбрать любую из 
десяти цифр, кроме нуля. Значит, первую цифру в числе можно выбрать 9 спосо-
бами. Каждую из второй, третьей, четвертой и пятой цифр числа можно выбрать 
10 способами. Так как число должно делиться на 5, то последняя цифра может 
быть 0 или 5, то есть выбрана двумя способами. Значит, всего можно составить  
9 ∙ 104 ∙ 2 = 180000 различных шестизначных чисел, делящихся на 5.

д) Чтобы получить шестизначное число, которое одинаково читается слева 
направо и справа налево нужно написать любое трехзначное число и приписать 
к нему его «зеркальное» отражение, значит, количество таких шестизначных чи-
сел совпадает с количеством трехзначных чисел. Значит, всего можно составить  
9 ∙ 102 = 900 таких различных шестизначных чисел.

№ 215
По условию словом является любая последовательность из шести букв, в ко-

торой есть хотя бы две одинаковые буквы. Значит, словом не является последова-
тельность из шести букв, в которой нет одинаковых букв. Иначе говоря, из всех 
возможных последовательностей из шести букв (их 66) только последовательно-
сти, составленные из различных букв без повторов (их 6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3∙ 2) не относится 
к словам.

Тогда количество слов в племени составит:
66 – 6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3∙ 2 = 46656 – 720 = 45936.
Ответ: 45936 слов.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№ 228*
В одной клеточке чёрный треугольник можно расположить 4 способами (дву-

мя способами можно выбрать диагональ и двумя способами можно выбрать какой 
из треугольников будет чёрным).

Можно показать, что если задать расположение треугольников в клеточках на 
главной диагонали, то расположение треугольников в остальных клеточках вос-
станавливается однозначно.

Следовательно, число «шахматных» покрытий равно 45 = 210=1024.
Ответ: 1024.
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№ 229*
Всего путники съели 9 бутербродов. Значит, каждому досталось по 3 бутербро-

да. Таким образом, третий путник отдал за 3 бутерброда 36 руб., то есть по 12 руб. 
за каждый бутерброд. Значит, первый путник, отдавший 2 бутерброда, должен по-
лучить 24 руб., а второй — 12 руб.

Ответ: первому — 24 руб., второму — 12 руб.
№ 230*
Пусть цилиндр, конус и параллелепипед весят x, y и z грамм соответственно. 

Тогда
6 4 3 1200

4 6 7 1700
10 2900 290

x y z

x y z
x y z x y z

+ + =
+ + =





⇒ + +( ) = ⇒ + + =

Ответ: 290 грамм.

П. 6.1.3. Перестановки. Формула числа перестановок

Основные содержательные цели:

1) сформировать понятие перестановки, представление о факториале числа;
2) построить формулу числа перестановок и сформировать умение ее приме-

нять;
3) закрепить умение выполнять преобразования выражений с  корнями; ре-

шать неравенства, уравнения путем разложения на множители; повторить стати-
стические характеристики и закрепить умение их рассчитывать.

Для самостоятельного открытия способа подсчета числа вариантов расположе-
ния в разном порядке всех элементов некоторого множества рекомендуется вы-
полнить № 231 — № 232.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 234
Первый продукт в порядке «поедания» можно выбрать 4 различными способа-

ми, второй — 3, третий — 2, четвёртый — одним. Значит, в соответствии с прави-
лом произведения, порядков «поедания» этих четырех видов сладостей у девочки 
существует всего 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 24.

Ответ: 24 порядка.
№ 235
Для ответа на вопрос этой задачи мы должны узнать, сколькими способами 

можно переставить 10 разных книг. Искомое число равно числу перестановок
P10 = 10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3 628 800.
Ответ: 3 628 800 способов.
№ 236
Р6 = 6! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 5 ∙ 6 = 720.
Ответ: 720 паролей.
№ 237
а) Количество способов равно числу перестановок: 7! = 5040 способов.
б) Так как девочки водят хоровод, то их положение относительно окружаю-

щих предметов не существенно, а важно лишь взаимное расположение. Поэто-
му перестановки, переходящие друг в друга при кружении девочек (циклические 
перестановки), учитывать не следует. Значит, получаем 7!:7 = 6! = 720 различных 
перестановок девочек в хороводе.

в) Учтем, что ожерелье остается неизменным не только при циклической пе-
рестановке бусин, но и при его переворачивании. Значит, получаем 7!:7:2 = 360 
различных ожерелий.

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить задание № 241, кото-
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рое направлено на повторение известных учащимся статистических показате-
лей. Учитель может выбрать и другие задания, которые целесообразно повторить 
с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 248*
Заметим, что сумма всех чисел равна 17 · 2,3 + 19 · 2,33 = 83,37. Если бы числа мож-

но было бы разбить на две группы с одинаковыми суммами чисел, то в каждой груп-
пе сумма чисел была бы равна 83,37: 2 = 41,685. Но при сложении чисел 2,3 = 2,300 и  
2,33 = 2,330 мы не сможем получить 5 на третьем месте после запятой. Ответ: нельзя.

№ 249*
Чтобы вернуться назад к тому бортику, от которого стартовали, первому плов-

цу потребуется 6 минут, а второму — 10 минут. Тогда одновременно они окажутся 
у этого бортика через НОК (6; 10) = 30 минут.

За это время первый 5 раз проплывет по бассейну «туда и обратно», а второй — 
3 раза.

Чтобы проплыть на 1 бассейн туда и обратно на один раз больше, пловцу нуж-
но совершить один обгон. А так как он проплыл на 5–3 = 2 раза больше, то он 
совершил 2 обгона. Ответ: 2 раза.

§ 2. Элементы статистики и теории вероятностей.
П. 6.2.1. Еще о статистических характеристиках. Дисперсия

Основные содержательные цели:

1) познакомить учащихся с понятием упорядоченного по возрастанию (убы-
ванию) набора, со статическим показателем «дисперсия»;

2) сформировать умение вычислять дисперсию набора;
3) сформировать представление о связи между изменением набора данных и 

изменением его основных статистических характеристик;
4) закрепить умения вычислять среднее значение, медиану, моду и размах на-

бора чисел, решать квадратные уравнения, применять терему Виета и обратную 
к ней теорему, раскладывать квадратный трехчлен на множители, решать уравне-
ния с параметром.

Для повторения знакомых статистических характеристик и знакомства с по-
нятием упорядоченного по возрастанию (убыванию) набора следует выполнить 
№ 250. Для самостоятельного открытия статического показателя «дисперсия» ре-
комендуется выполнить № 251.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 252
а) (20 + 30 + 40 + 50 + 60): 5 = 40 — среднее значение чисел этого ряда.

20 30 40 50 60
Отклонение от среднего –20 –10 0 10 20

Сумма отклонений для этого набора равна нулю.
б) (1 + 2 + 2 + 3 + 2 + 2): 6 = 2 — среднее значение чисел этого ряда.

1 2 2 3 2 2
Отклонение от среднего –1 0 0 1 0 0

Сумма отклонений для этого набора равна нулю.
После выполнения этих заданий рекомендуется задать учащимся вопрос на 

понимание понятия дисперсия: «Подумайте, как изменится дисперсия каждого 
ряда, если в каждый набор добавить число, равное 1. Обоснуйте, в каком случае 



169

изменение дисперсии будет более значительным: для первого или второго набо-
ра?». При этом учащиеся должны дать ответ без всяких вычислений, они обосно-
вывают свой ответ понятием дисперсии. В первом случае дисперсия увеличится, 
так как новое число сильно отличается от имевшихся, а во втором случае ее из-
менение не будет столь значительным, так как число 1 достаточно близко к имев-
шимся в наборе числам.

в) (24 + 11 + 15 + 16 + 16 + 28 + 30): 7 = 20 — среднее значение чисел этого 
ряда.

24 11 15 16 16 28 30
Отклонение от среднего 4 –9 –5 –4 –4 8 10

Сумма отклонений для этого набора равна нулю.
Вычислим дисперсию этого набора по формуле  

D
x M x M x M

n
n=

−( ) + −( ) + + −( )1

2

2

2 2


D =
+ −( ) + −( ) + −( ) + −( ) + +

= =
4 9 5 4 4 8 10

7

318

7
45

3

7

2 2 2 2 2 2 2

.

Заметим, что в результате подсчета сумм отклонений учащиеся эксперимен-
тальным путем получают свойство отклонений: «Сумма отклонений набора равна 
нулю». При объяснении, почему это так, могут прозвучать различные рассужде-
ния, например:

• если число меньше среднего, то его отклонение отрицательно, если число 
больше среднего, то его отклонение положительно, поэтому в  сумме они дадут 
ноль;

• в наборе различных чисел одни значения больше среднего, а другие меньше, 
поэтому всегда часть отклонений будет отрицательными числами, а часть поло-
жительными и они будут «нейтрализовать» друг друга;

• если бы сумма отклонений не была равна нулю, то число М не было бы сред-
ним арифметическим набора.

• и др.
Следует выслушать различные попытки обоснования этого факта, не одерги-

вая учащихся, но поддерживая учащихся, рассуждающих в верном направлении. 
Учащимся, давшим обоснования, подобные первым двум, можно задать вопрос: 
любая ли алгебраическая сумма, состоящая из слагаемых разных знаков, дает 
ноль.

При этом наиболее полным обоснованием будет следующее.
Алгебраическая сумма отклонений равна нулю по определению среднего, ко-

торое рассчитывается как среднее арифметическое всех значений набора. Дока-
зать это можно следующим образом.

Все значения набора хn можно представить, как сумму среднего М и его откло-
нения xn , тогда по определению среднего должно выполняться равенство:

M x M x M x
M

Mn x x x

n
M

M
x x x

n n

n

+( ) + +( ) + + +( )
= ⇔

+ + + +( )
= ⇔

⇔ +
+ + +(

1 2 1 2

1 2





 ))
=

n
M

.

Данное равенство верно только при x x xn1 2 0+ + + = , значит, сумма отклоне-
ний значений от их среднего равна нулю.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
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№ 275*
Пусть сейчас Сашиному папе x лет. Тогда условие задачи запишется так:
x/2 + 8 = x – 15, откуда x = 46.
Ответ: 46 лет.
№ 276*
Все лжецы должны ответить одинаково, и все, говорящие правду также долж-

ны ответить одинаково.
Если тех, кто говорит правду больше 75, то среди отвечающих должен был по-

пасться такой человек, и его ответ должен быть: «Тех, кто говорит правду». Зна-
чит, такая ситуация невозможна.

Если лжецов больше 75, то среди отвечающих должен был попасться такой 
человек, и его ответ также должен быть: «Тех, кто говорит правду». Значит, и такая 
ситуация невозможна.

То есть в компании ровно 75 лжецов и 75 человек, говорящих правду.
Ответ: можно, 75 лжецов.

6.2.2. Анализ статистических данных

Основные содержательные цели:

1) расширить знания учащихся о способах представления и анализа данных;
2) сформировать умение строить диаграммы рассеивания;
3) сформировать представление о случайном выбросе и его возможных при-

чинах.
Для актуализации можно вспомнить с учащимися известные им способы 

представления данных: таблицы, круговые и столбчатые (линейные) диаграммы. 
Чтобы повторить, как представляются данные с помощью таблицы, можно рас-
смотреть таблицу взаимосвязи между ростом и возрастом учащихся из примера 1, 
представленного в учебнике. 

Рост (см) 130 138 135 140 136 145 150 145 152 158
Возраст (лет) 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13

После анализа данных из таблицы учащимся предлагается изобразить эти 
данные в виде столбчатой диаграммы. После того как диаграмма будет построена, 
для проблематизации можно предложить им представить эту информацию дру-
гим, более быстрым способом (которым и станет новая для учащихся диаграмма 
рассеивания).

Для самостоятельного открытия способа построения диаграммы рассеивания 
можно предложить учащимся проанализировать уже готовую диаграмму рассеи-
вания, представленную в учебнике, найти ее отличия от столбчатой диаграммы и 
составить алгоритм построения диаграммы рассеивания.

В менее подготовленном классе можно вынести на актуализацию способ по-
строения графика линейной функции, чтобы вспомнить понятие координат точ-
ки на координатной плоскости.
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Отметим, что проблематизацию можно организовать не на построении диа-
граммы рассеивания, а на понятии случайного выброса, для этого можно пред-
ложить учащимся №279.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№277
На основе таблицы, в которой указаны длина тормозного пути в метрах на 

сухой дороге и скорость в км/ч перед началом торможения, построим диаграмму.

Автомобиль 1 Автомобиль 2 Автомобиль 3
Скорость 
(км\ч) 40 50 60 80 45 55 60 70 50 65 75 90

Тормозной 
путь (м) 11 16 23 42 18 27 32 43 19 32 43 62

Наблюдаемая закономерность: чем больше скорость, тем больше длина тор-
мозного пути.

а) Если у автомобилей одинаковая скорость, то у них одинаковый тормозной 
путь. Не верно.

б) Чем больше скорость, тем длиннее тормозной путь. Верно.
№280

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
–5,8 –5,6 –14,5 –7,5 –6,8 –8,5 –8,6 –4,4 10,1 –7,8

Существенно отличается от остальных среднемесячное значение температуры 
в январе 2016 года. 

Причиной случайного выброса могла стать опечатка в газете (потерян минус).

− − − − − − − − + −
=
−

= −
5 8 5 6 14 5 7 5 6 8 8 5 8 6 4 4 10 1 7 8

10
59 4
10

5 94, , , , , , , , , , , ,  – сред-

нее значение температуры (в градусах Цельсия) в январе в Москве.

n = 10

–14,5; –8,6; –8,5; –7,8; –7,5; –6,8; –5,8; –5,6; –4,4; 10,1.

(–7,5 – 6,8) : 2 = –7,15 – медиана данных среднемесячных значений темпера-
тур.

Если исправить данные случайного выброса, дописав «потерянный» минус, 
то среднее значение и медиана температуры в январе в Москве уменьшатся.
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Можно подтвердить это непосредственными расчетами.

− − − − − − − − − −
=
−

= −
5 8 5 6 14 5 7 5 6 8 8 5 8 6 4 4 10 1 7 8

10 10
7 96, , , , , , , , , , ,79,6

–14,5; –10,1; –8,6; –8,5; –7,8; –7,5; –6,8; –5,8; –5,6; –4,4.

(–7,8 – 7,5) : 2 = –7,65
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у 
учащихся затруднений.

П. 6.2.3. Случайные события и их частота

Основные содержательные цели:

1) сформировать представление о  достоверных, невозможных и  случайных 
событиях; ввести в  речевую практику учащихся понятия «испытание», «исход», 
«благоприятный исход»;

2) сформировать понятие частоты, как статистического показателя; построить 
способ нахождения частоты случайного события и сформировать умение его при-
менять;

3) закрепить умение решать квадратные неравенства, выполнять действия 
с алгебраическими дробями.

Для повторения знакомых статистических характеристик и  самостоятельно-
го открытия статического показателя «частота» рекомендуется выполнить № 289. 
Для знакомства с  понятиями случайного, достоверного и  невозможного собы-
тия — № 290.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 291
а) Общее число всех испытаний равно 770. Число исходов, в  которых вы- 

пало число 1, равно 158. Следовательно, частота этого события составляет  
158: 770 ≈ 0,21.

б) Общее число всех испытаний равно 770. Число исходов, в которых выпало 
число 2, равно 100. Следовательно, частота этого события составляет 100 : 770 ≈ 0,13.

№ 293(а)
Чтобы ответить на вопрос задачи воспользуемся формулой для нахождения 

частоты события W A
M

N
( ) = .

M = 189 — это число исходов, в которых опрашиваемые выбрали ответ: «Бу-
мажные».

W (A) = 0,63 — частота данного ответа среди всех ответов.

Чтобы найти количество участников опроса N, надо: N
M

W A
=

( )
.

N = 189: 0,63 = 300 (ч.) такое количество людей приняло участие в опросе.
300 – 189 = 111 (ч.) такое количество опрошенных назвали другой вариант 

ответа.
Ответ: 300 человек приняли участие в опросе, 111 человек назвали другой ва-

риант ответа.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
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№ 311*
Заметим, что разность между числом и суммой его цифр делится на 9.
Значит, все разности, которые мы получали, делились на 9. При этом первое 

число на 9 делиться не обязано.
Проведем анализ с конца. Ноль получается из любого однозначного натураль-

ного числа после вычитания из него суммы цифр. Но из таких чисел на 9 делится 
только 9. Поэтому предпоследняя разность — это 9. Аналогично, число 9 можно 
получить только из одного числа, делящегося на 9, из 18.

Проводя подобные рассуждения, мы получим вторую разность, равную 
81.Число 81 можно получить и из 90, и из 99. Но число 90 ни из какого числа по-
добными операциями получить нельзя. Значит, первая разность равна 99. Как мы 
отмечали выше, первое число на 9 делиться не обязано. Поэтому подойдут все 
числа, из которых можно получить 90 описанным в условии способом. Это числа 
100, 101, 102, …, 109.

Ответ: любое натуральное число от 100 до 109.
№ 312*
Так как двоек больше, чем троек, двоек должно быть не менее 4.
Число делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 3.
Найдем сумму цифр в  каждом случае. Если в  коде 4 двойки и  3 тройки, то 

сумма цифр кода равна 17, и полученное число не делится на 3. Если в коде 5 двоек 
и 2 тройки, сумма равна 16, и число также не делится на 3. Если в коде 6 двоек и 1 
тройка, сумма равна 15, и число делится на 3. Если в коде 7 двоек, сумма равна 14, 
и число не делится на 3.Таким образом, в коде 6 двоек и 1 тройка.

Для того, чтобы число делилось на 4, необходимо, чтобы число, образованное 
последними двумя цифрами, делилось на 4. Это возможно, только если две по-
следние цифры — 32. Значит, весь код — это 2222232.

П. 6.2.4. Случайные события и их вероятность

Основные содержательные цели:

1) познакомить с новым разделом математики — теорией вероятностей; сфор-
мировать представления о равновозможных событиях, о совместных и несовмест-
ных событиях;

2) познакомить учащихся с  классическим определением вероятности собы-
тия; построить алгоритм нахождения вероятности случайного события и сформи-
ровать умение его применять;

3) познакомить учащихся со статистической вероятностью события и сфор-
мировать умение ее находить;

4) закрепить умение решать дробно-рациональные уравнения и рациональ-
ные неравенства.

Для повторения понятий достоверного, невозможного и  случайного со-
бытий рекомендуется выполнить № 313. Для знакомства с совместными и не-
совместными событиями и первичного закрепления этих понятий можно вы-
полнить № 314–№ 315. Для формирования понятия равновозможных событий 
рекомендуется выполнить № 316. Для самостоятельного открытия понятия 
вероятности и построения способа ее вычисления рекомендуется выполнить 
№ 317.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№ 318
Количество всех возможных исходов: кто будет выступать первым, есть n = 12. 

Благоприятными для события А = «первыми выступят восьмиклассники» являют-
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ся m = 4 исхода. Поэтому искомая вероятность равна p A( ) = =
4

12

1

3
.

Ответ: 
1

3
.

№ 319
1а) Количество всех возможных исходов: общее число билетов по физике, есть 

n = 20. Благоприятными для события А1 = «достанется билет по оптике» являются 

m = 8 исходов. Поэтому искомая вероятность равна p A1

8

20
0 4( ) = = , .

1б) Количество всех возможных исходов: общее число билетов по физике, есть 
n = 20. Благоприятными для события А2 = «не достанется билет по оптике» явля-

ются m = 12 исходов. Поэтому искомая вероятность равна p A2

12

20
0 6( ) = = , .

p(A1) + p(A2) = 0,4 + 0,6 = 1.
Ответ: 1а) 0,4; 1б) 0,6.
№ 320
Теорема. Пусть испытание имеет n исходов. Если m исходов, благоприятствуют 

событию A, а остальные n — m исходов — событию B, p(A) + p(B) = 1 (где A и B — два 
несовместных события, объединение которых дает достоверное событие). 

Доказательство: из условия следует, что p A p B
m

n

n m

n

m n m

n
( ) + ( ) = +

−
=

+ −
=1 , 

ч. т.д.
Используя доказанное свойство, решим 1б задания № 425.
Искомая вероятность равна: p(A2) = 1 – p(A1) = 1 – 0,4 = 0,6.
№ 321
a) Количество всех возможных исходов: общее число шаров в ящике, есть n = 

8. Благоприятными для события А1 = «вынутый шар белый» являются m = 4 ис-

хода. Поэтому искомая вероятность равна p A1

4

8
0 5( ) = = , .

ж) Количество всех возможных исходов: общее число шаров в ящике, есть n = 
8. Благоприятными для события А2 = «вынутый шар черный или белый» являются 

m = 7 исходов. Поэтому искомая вероятность равна p A2

7

8
0 875( ) = = , .

Ответ: 1) 0,5; 7) 0,875.
№ 323
б) Найдем вероятность того, что первым будет выступать прыгун из Голландии.
Решение:
Количество всех возможных исходов: общее число спортсменов на чемпиона-

те, кто может выступать первым, есть n = 40. Благоприятными для события А = 
«первым будет выступать прыгун из Голландии» являются m = 7 исходов. Поэтому 

искомая вероятность равна p A( ) = =
7

40
0 175, .

Ответ: 0,175.
Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 

целесообразно повторить с  конкретным классом, в  зависимости от имеющихся 
у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№ 347*
Пусть Васе с шестого этажа нужно спуститься на x этажей. Тогда сначала Вася 

прошел дополнительно вверх до последнего этажа и обратно до шестого. Длина 
дополнительного пути 1,5 x – x = 0,5 x этажей. Половину этого дополнительного 
пути Вася шел вверх, а половину — вниз. То есть вверх он поднялся на x /4 этажей.
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Если x /4 = 1, то в доме 7 этажей, и Вася живет на 4 этажа ниже Вани.
Если же x /4 не меньше 2, то x не меньше 8. А Васе нужно спускаться с шестого 

этажа на x этажей вниз, что в том случае невозможно.
Ответ: 7 этажей.
№ 348*
Первое решение. Пусть при некоторой рассадке пассажиров последний пасса-

жир сел не на свое место (такую рассадку назовем неудачной). Тогда до прихода 
последнего пассажира его место было занято пассажиром A (A может быть и ста-
рушкой). В момент прихода пассажира A перед ним стоит выбор — какое место 
занять. В рассматриваемой рассадке он занимает место последнего пассажира. Но 
с той же вероятностью он мог занять и место старушки, и в дальнейшем все пасса-
жиры, включая последнего, займут свои собственные места.

Покажем, почему в момент прихода пассажира A старушкино место все еще 
свободно. Действительно, пока старушкино место свободно, среди всех еще не 
вошедших пассажиров есть ровно один, чье место уже занято. Как только очеред-
ной пассажир занимает старушкино место, все остальные будут садиться только 
на свои места.

Таким образом, каждой неудачной рассадке соответствует удачная, которая 
может случиться с той же вероятностью. Это говорит о том, что ровно в половине 
случаев рассадка будет неудачной.

Второе решение. Назовем места старушки и  последнего пассажира особыми. 
Ясно, что в конце может остаться свободным только особое место (любое другое 
место до конца свободным оставаться не может, так как раньше его займет пасса-
жир с соответствующим билетом). Для всех пассажиров кроме последнего (в том 
числе и для старушки) нет разницы между особыми местами. Значит, вероятности 
остаться свободными у них одинаковые.

Ответ: 0,5.
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Глава 7. Развитие математической теории

Знакомясь с основными понятиями теории множеств, учащиеся овладевают 
элементами универсального математического языка, они используют их при ре-
шении различных задач как вспомогательные. Традиционно эти понятия изуча-
ются в школьном курсе математики неявно при рассмотрении других вопросов 
курса. Особенностью курса «Учусь учиться» является то, что основные понятия 
теории множеств становятся объектом специального изучения, что дает учащимся 
возможность осознанно применять эти понятия при изучении других тем курса.  
Еще в начальной школе учащиеся получают представления о множестве, элементе 
множества, подмножестве, объединении и пересечении множеств, знакомятся с 
диаграммами Эйлера – Венна, а затем регулярно их используют. В восьмом клас-
се они возвращаются к изучению теории множеств, систематизируют имеющиеся 
у них знания и обогащаются новыми, основное внимание сосредотачивается на 
изучении бесконечных множеств, рассматривается вопрос их эквивалентности. 
Рассматривается связь понятий теории множеств с теорией функций и теорией 
вероятностей, в результате чего учащиеся повторяют и уточняют определения 
функции и вероятности. При углубленном изучении курса рассматривается во-
прос счетных и несчетных множеств.

Характеристика деятельности учащихся

При изучении содержания первой главы учащиеся:
• повторяют и систематизируют полученные ранее знания;
• применяют изученные способы действий для решения задач в типовых и по-

исковых ситуациях;
• обосновывают правильность выполненного действия с помощью обращения 

к общему алгоритму, определению, свойству;
• используют диаграммы Эйлера – Венна для выполнения различных задач;
• применяют понятия теории множеств для решения различных задач (реше-

ния систем и совокупностей уравнений и неравенств и др.); 
• применяют формулы для решения комбинаторных задач;
• строят математическую модель текстовых задач, переводя их условие на 

язык теории вероятностей;
• применяют графические представления и формулы комбинаторики при реше-

нии вероятностных задач;
• применяют полученные знания для решения задач практической направлен-

ности.

Особенности изучения учебного содержания

При изучении седьмой главы планированием предусмотрены уроки ОНЗ, 
структура которых обеспечивает выполнение учащимися целого комплекса уни-
версальных учебных действий. Рассмотрим способ организации урока ОНЗ на 
примере содержания пункта  7.1.1  «Основные понятия теории множеств. Число-
вые множества». 

В этом пункте учащиеся уточняют понятие множества, его элементов, под-
множества, пустого множества и знакомятся с понятием равных множеств. Здесь 
же учащиеся уточняют свои представления о важнейшем понятии теории мно-
жеств – соответствии между множествами, знакомятся с определением взаимно 
однозначного соответствия между множествами и определением эквивалентных 
множеств.

Урок открытия новых знаний выстраивается в соответствии с требования-
ми технологии деятельностного метода Л.Г. Петерсон (см. раздел Приложение).  
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На этапе мотивации учитель может рассказать учащимся о понятии множества, 
как одном из наиболее общих математических понятий, позволяющих выявить 
общие свойства объектов из самых разных областей знаний.  Далее учитель может 
предложить учащимся вспомнить, где они использовали данное понятие, после 
чего сделать вывод о важности уточнения имеющихся у учеников представлений 
об этом понятии. Рекомендуется попросить учащихся озвучить свои предположе-
ния о теме сегодняшнего урока.

После чего учитель организует актуализацию известных понятий: множество 
и его элемент и предлагает выполнить задание №361. Для самостоятельного от-
крытия понятия равных множеств можно использовать №363 – № 364. 

Рассмотрим пример структуры открытия нового знания.
1. Новое знание: понятие равных множеств. 
2. Актуализация.
Повторить: понятие множества и его элементов.
3. Задание на пробное действие.
Как можно назвать множества А и В из задания №363?
4. Фиксация затруднения.
Я не могу сказать, как называются множества А и В из задания №363.
Я не могу обосновать, что мой ответ верный. 
5. Фиксация причины затруднения.
Я не знаю, как называются такие множества.
6. Цель учебной деятельности.
Выявить, как называются множества А и В из задания №363 и все подобные 

им множества.
7. Фиксация нового знания.
Учащиеся должны построить определение равных множеств. 
Открыть новое знание учащиеся могут на основании наблюдений, прове-

денных при сопоставлении элементов равных множеств с использованием текста 
задания №364. Далее учитель знакомит учащихся с остальными новыми для де-
вятиклассников понятиями: вводится определение взаимно однозначного соот-
ветствия между множествами и определение эквивалентных множеств.

На этапе первичного закрепления рекомендуется выполнить задание №366, 
367(а, в), в подготовленном классе можно выполнить № 365; для самостоятельной 
работы учащимся можно предложить №367 (б).

На этапе включения в систему знаний учитель предлагает учащимся № 368, в 
более подготовленном классе можно выполнить № 369. 

Для повторения рекомендуется выполнить № 370 – №374. На этапе рефлексии 
можно обратиться к эпиграфу и предложить учащимся прокомментировать его с 
точки зрения содержания сегодняшнего урока. После чего учащимся предлагает-
ся оценить процесс и результат своей работы на уроке. 

Кроме урока открытия нового знания, основные структурные элементы кото-
рого рассмотрены выше, планированием предусмотрены и другие типы уроков: 
уроки рефлексии тренировочного и коррекционного типа, где учащиеся вырабаты-
вают и закрепляют свое умение применять новые понятия и способы действий, 
учатся самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, корректировать свою 
учебную деятельность. 

Планированием также предусмотрены и уроки обучающего контроля. Перед 
проведением контрольной работы рекомендуется провести урок рефлексии с 
использованием содержания соответствующего раздела «Задачи для самокон-
троля».



178

§1. Теория множеств
П. 7.1.1. Основные понятия теории множеств. Числовые множества

Основные содержательные цели:

1) Уточнить понятие множества, его элементов, подмножества, пустого множества.
2) Сформировать понятия равных множеств, соответствия между множествами, 

взаимно однозначного соответствия между множествами и эквивалентных множеств.
3) Повторить способы решения линейных уравнений, систем линейных урав-

нений с двумя переменными, квадратных уравнений. Закрепить умение выпол-
нять перевод десятичной дроби в обыкновенную и обратно.

Для самостоятельного открытия понятия равных множеств рекомендуется вы-
полнить №361 – №364. 

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.

№365. 

а) Чтобы показать, что дробь 
2

5
 помимо своего естественного представления, 

в виде конечной десятичной дроби 
2

5
0 4= ,  имеет еще одно представление  в виде 

периодической дроби с девяткой в периоде: 
2

5
0 3999 0 3 9= =, ... , ( ) , необходимо пе-

ревести данную периодическую дробь в обыкновенную.
0,3(9) = х
3,9(9) = 10х
9х = 3,6

x =
2

5
.

б) Запишем обыкновенные дроби 
1

2
; 

3

4
; 

4

25
 в виде десятичной дроби двумя 

способами.
1

2
0 5 0 4 9= =, , ( ) ; 

3

4
0 75 0 74 9= =, , ( ) ; 

4

25
0 16 0 15 9= =, , ( ) .

Можно проверить эти равенства путем перевода периодической дроби в обык-
новенную, распределив их между группами учащихся.

в) Конечную десятичную дробь (с ненулевой дробной частью)  можно пред-
ставить в виде периодической дроби: для этого цифру последнего разряда умень-
шают на единицу, и приписывают справа бесконечное число девяток. 

Для целых чисел этот способ может быть сформулирован следующим обра-
зом: целое число уменьшают на единицу и приписывают после запятой бесконеч-
ное число девяток.

2) Множества  А = {3,(7); 2,1(34); 0,2(348); 0,7(9)} и B = 






34

9

786

1665

2113

990

4

5
; ; ;  не 

являются  равными. Переведя обыкновенные дроби из множества B в десятичные, 

мы не получим такие же элементы, как в множестве А, так как 
34

9
3 7= ,( ) , 

2113

990
2 1 34= , ( ) , 

4

5
0 7 9= , ( ) , но 

786

1665
0 2 348↑ , ( ) .

№366 
3 ∈ N;
72

3
24=  ∈ N;



179

–6 ∉ N, –6 ∈ Z ;
1

8
 ∉ N, 

1

8
 ∉ Z, 

1

8
 ∈ Q;

–2,(02) = 
-200

99
 ∈ Q, так как если x = –2,(02), 100х = –202,(02), вычтем из вто-

рого равенства первое: 100х – х = –202,(02) + 2,(02) ⇔ 99х = –200 ⇔ х = 
-200

99
; 

144 12=  ∈ N; 15  — иррациональное число, 15  ∈ R. 

7 1 7 1

5

6

5

+( ) −( )
=  ∈ Q; 

0, 24681012 … (после запятой выписаны подряд все натуральные четные числа) – 
не является периодической десятичной дробью. 

В классах с углубленным изучением математики рекомендуется провести до-
казательство этого факта.

Покажем, что дробь не является периодической. Действительно, пусть 
период дроби состоит из n цифр, и дробь становится периодической после 
выписанного числа 2m. Но среди четных чисел больших 2m есть число вида 
10k, где k ≥ n. То есть в числе 0,24681012…  в периоде встретятся по крайней 
мере n нулей подряд. Но это будет означать, что весь период состоит только 
из нулей, однако после числа 10k идет число 10k+2, содержащее вместо по-
следнего нуля цифру 2. Получили противоречие. Значит,  дробь не является 
периодической. 

То есть это число не является рациональным, и 0, 24681012 … ∈ R.

Ответ: а) 3
72

3
144; ;









; б) −






6 3
72

3
144; ; ; ; 

в) − −
+( ) −( )











6 2 02

7 1 7 1

5
3

72

3
144; ,( ); ; ; ; .

№367 
а) два множества не являются эквивалентными, так как у них разное количе-

ство элементов;
б) два множества являются эквивалентными, так как каждому элементу из 

множества А можно поставить в соответствие элемент множества В (это пары 
противоположных рациональных чисел) и наоборот;

в) два множества являются эквивалентными: любое натуральное число, 
кратное пяти можно записать с помощью выражения 5n, где n ∈ N, то есть 1 → 5, 
2 → 10, 3 → 15, …, n → 5n. Причем каждое из чисел, кратное пяти, получается по 
этому правилу ровно один раз. При этом  обратное тоже будет верно. Значит, 
построено взаимно однозначное соответствие между множествами, то есть они 
эквивалентны.

Ответ: а) нет; б) да; в) да.

№368
Первый способ: пересчитать количество гостей и стульев. В случае их ра-

венства устанавливается, что каждому из гостей хватит стула. Второй способ не 
предусматривает подсчета: составляются пары (каждый встает возле своего сту-
ла). Именно второй способ использует определение эквивалентности двух мно-
жеств. 

Из раздела для повторения рекомендуется выполнить все задания, однако учи-
тель может лишь те, которые целесообразно повторить с конкретным классом, в 
зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.
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Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.
№381*  
По прошествии 6 часов минутная стрелка находится в исходном положении, а 

часовая поворачивается на 180°. 
Ответ: 6 часов. 
№382* 
Пусть натуральные числа k ≥ m ≥ n – длины сторон треугольника с периме-

тром 1997. Тогда натуральные числа k+1, m+1, n+1 будут длинами сторон треу-
гольника периметра 2000. Такой треугольник существует, так как из неравенства 
m + n > k следует неравенство (m+1) + (n+1) > k+1. Значит, каждому треугольнику  
периметра 1997 соответствует треугольник периметра 2000.  

Поэтому утверждение задачи будет доказано, если мы докажем, что и каждому 
треугольнику периметра 2000 соответствует треугольник периметра 1997. Пусть на-
туральные числа K ≥ M ≥ N – длины сторон треугольника периметра 2000. Тогда, 
во-первых, все его стороны больше 1. Действительно, каждая сторона треугольника 
больше разности двух других сторон, поэтому если какая-то сторона имеет длину 1, 
то две другие должны быть равны между собой, и в этом случае периметр треуголь-
ника – нечетное число. Во-вторых, M + N > K откуда (M – 1) + (N – 1) ≥ (K – 1). 
Но в случае равенства мы получаем, что сумма M + N + K = 2K + 1 (нечетна), но 
она равна 2000. Значит, сумма двух меньших чисел среди чисел M – 1, N – 1, K – 1 
больше третьего, и эти числа являются длинами сторон некоторого треугольника.

Ответ: таких треугольников равные количества.

П. 7.1.2. Операции над множествами

Основные содержательные цели:

1) Уточнить понятия пересечения и объединения множеств, сформировать 
понятие дополнения и разности множеств.

2) Уточнить представления учащихся о применении этих понятий при выпол-
нении различных заданий.

3) Повторить способ решения системы и совокупности неравенств и уравне-
ний, уточнить способ нахождения области определения алгебраической дроби. 

4) Закрепить умение выполнять преобразования дробно-рациональных выра-
жений, использовать теорему Виета и обратную ей теорему, решать задачи с по-
мощью дробно-рационального уравнения.

Для самостоятельного открытия понятия дополнения множества рекомендует-
ся выполнить №389. Для самостоятельного открытия понятия разности множеств 
рекомендуется выполнить №390– №391. 

Отметим, что учитель выбирает только одно знание для организации самосто-
ятельного его открытия учащимися, остальные знания вводятся учителем, напри-
мер, путем подводящего диалога.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.
№385 
При определении множества значений х, учащиеся повторяют алгоритмы ре-

шений целых и дробно-рациональных неравенств.
а) 10 – 1,5(х – 5) < 9,5 – 3,5х ⇔ х < –4 .

б) (1,5х + 0,3)(х – 6) < 0;    х1 = –0,2, х2 = 6.
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в) 
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х1 = –2, х2 = –1, х3 = 0.

№386 

а) x x
x

x
−( ) +( ) = ⇔

=
= −




2 2 7 0

2

3 5,
.          б) 2 2 7 3 1 2 0

1

7

0 4

x x x

x

x

x

−( ) +( ) −( ) = ⇔
=
= −
=









,

,

.

Ответ: {–3,5; 2}.                                          Ответ: {–7; 0,4; 1}.

№387 
а) | x2 – 5x | < 6 
Модуль числа меньше 6, если это число принадлежит интервалу от – 6 до 6.

x x x x
x x

x x

x x

x x
2 2

2

2
5 6 6 5 6

5 6

5 6

6 1 0

2
− < ⇔ − < − < ⇔

− <

− > −






⇔

−( ) +( ) <
−( ) −−( ) >





 3 0
.

Укажем множество решений первого неравенства:

Укажем множество решений второго неравенства: 

Найдем пересечение множеств решений двух неравенств: (–1; 2) ∪ (3; 6).
Ответ: (–1; 2) ∪ (3; 6).
б) | 2х2 – 9х + 15 | ≥ 20
Модуль числа больше или равен 20, если это число больше или равно 20, либо 

меньше или равно –20. 

| 2х2 – 9х + 15 | ≥ 20 ⇔ 
x x

x x

2

2

9 15 20

2 9 15 20

− +

− + −






  

  

l

m

Однако 2х2 – 9х + 15 > 0 при х ∈ R, так как а = 2 > 0 и D = –39 < 0.
Поэтому решаем одно неравенство:
2х2 – 9х + 15 ≥ 20
2х2 – 9х – 5 ≥ 0
D = (–9)2 – 4·2·(–5) = 121 > 0, два корня.
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x1

9 11

2 2
5=

− −( ) +
⋅

= , x2

9 11

2 2

1

2
=
− −( ) −

⋅
= −

2 9 5 2 5
1

2
5 2 12x x x x x x− − = −( ) +






 = −( ) +( )

Решением неравенства является объединение двух множеств решений: 
(–∞; –0,5] ∪ [5; +∞).
Ответ: (–∞; –0,5] ∪ [5; +∞).

№388 

а) 
x

x x

x

x x

− >

− + + >





⇔
>

−( ) +( ) <






1 0

2 8 0

1

4 2 02
.

Множество значений х, удовлетворяющих данному условию есть пересечение 
множеств решений двух неравенств: (–2; 4) ∩ (1; +∞) = (1; 4).

Ответ: (1; 4).

б) 
3 2

5

1

2
2 3

1

1

2

−
<

−

− >









⇔
< −

<









x x

x x

x

x

Множество значений х, удовлетворяющих данному условию есть объединение 

множеств решений двух неравенств: −∞ −( )∪ −∞





 = −∞






; ; ; .1

1

2

1

2

Ответ: −∞





;

1

2
.

г) 
x x

x

2 5 6

1 1

+ <

+





   m
.

Решим каждое неравенство из данной системы.

1) x x
x x

x x

x x

x x

x
2

2

2

2

2
5 6

5 6

5 6

5 6 0

5 6 0

6
+ < ⇔

+ <

+ > −






⇔

+ − <

+ + >






⇔

+( ) xx

x x

−( ) <
+( ) +( ) >







1 0

2 3 0
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Найдем пересечение решений двух неравенств: х ∈ (–6;–3) ∪ (–2;1).

2) x
x

x

x

x
+ ⇔

+
+ −





⇔
−





1 1
1 1

1 1

0

2
  

  

  

  

  
m

m
l

m
l

х ∈ [–2; 0]
3) И, наконец, найдем пересечение множеств решений двух неравенств ис-

ходной системы.

((–6;–3) ∪ (–2;1)) ∩ [–2; 0] = (–2; 0].
Ответ: (–2; 0].

№393 

а) 
x

x3 9-
.

3х – 9 = 0 ⇔ х = 3
ОДЗ: х ≠ 3, то есть х ∈(-∞;3) ∪ (3; +∞). 
Можно записать этот ответ, используя понятие разности множеств: х ∈ R\{3}.

б) 
n

n2 4-
.

n2 – 4 = 0 ⇔ (n – 2)(n + 2) = 0 ⇔ 
n

n

=
= −






2

2
 ⇔ n ∈ {–2; 2}.

ОДЗ: n ≠ –2, n ≠ 2. 
Либо можно записать так: R\{–2; 2}= (-∞;–2) ∪ (–2; 2) ∪ (2; +∞).

в) 
2

13 302x x+ +
.

x x
x

x
x2 13 30 0

3

10
10 3+ + = ⇔

= −
= −




 ⇔ ∈ − −{ }; .

ОДЗ: x ≠ –10, x ≠ –3. 
Либо можно записать так: R\{–10; –3}= (-∞;–10) ∪ (–10; –3) ∪ (–3; +∞).

г) 
6

1 22 2 2

a

a a a+ +( ) − +( )
.

a a a a a
a

a
a2 2 2 21 2 0 2 3 0

3

1
1 3+ +( ) − +( ) = ⇔ − − = ⇔

=
= −




 ⇔ ∈ −{ };

ОДЗ: a ≠ –1, x ≠ 3. 
Либо можно записать так: R\{–1; 3}= (-∞;–1) ∪ (–1; 3) ∪ (3; +∞).

№398 
Пусть А – множество учащихся в классе, увлекающихся математикой, а 

В – множество учащихся в классе, увлекающихся биологией. Тогда С – это 
множество тех учащихся, которые увлека-
ются и математикой, и биологией, то есть  
С = А ∩ В. 

15 – 10 = 5 столько учащихся увлекаются 
только математикой (А\С)

20 – 10 = 10 столько учащихся увлекаются 
только биологией (В\С)
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5 + 10 + 10 = 25 столько учащихся в классе ((А\С) ∪ (А ∩ В) ∪ (В\С))
Ответ: 25 человек.

№399 
1 и 2 пеналы – зеленый карандаш;
1 и 3 пеналы – лиловая ручка;
2 и 3 пеналы – желтый ластик.
В 1 без пары в другом пенале остался красный ластик, во 2 – синяя ручка,  

в 3 – оранжевый карандаш.
Ответ: чтобы сохранилась закономерность, в четвертом пенале должны ле-

жать красный ластик, синяя ручка, оранжевый карандаш.
Из раздела для повторения рекомендуется выполнить все задания, однако учи-

тель может выбрать лишь те, которые целесообразно повторить с конкретным 
классом, в зависимости от имеющихся у учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.

№414*  
а) Приведем примеры симметрической разности двух множеств.
1) Пусть А – множество натуральных чисел, делящихся на 3, В – множество 

четных натуральных чисел. Тогда А\В – множество натуральных чисел, дающих 
при делении на 6 остаток 3; В\А – множество натуральных чисел, дающих при де-
лении на 6 остатки 2 или 4; В Δ А=А Δ В – множество натуральных чисел, дающих 
при делении на 6 остатки 2,3,4.

2) Пусть А – множество учеников 9А класса, В – множество мальчиков, уча-
щихся в 9А и 9Б классах. Тогда А\В – множество девочек, учащихся в 9А классе, 
В\А – множество мальчиков, учащихся в 9Б классе, А Δ В – объединение мно-
жеств А\В и В\А, то есть множество девочек, учащихся в 9А классе и множество 
мальчиков, учащихся в 9Б классе.

3) Пусть А – множество прямоугольников на плоскости. В – множество ром-
бов на плоскости. Тогда А\В – множество прямоугольников, не  являющихся ква-
дратами, В\А – множество ромбов, не являющихся квадратами, А Δ В – объеди-
нение множеств А\В и В\А, то есть множество прямоугольников, не  являющихся 
квадратами и множество ромбов, не являющихся квадратами.

б) Обозначим части множеств А, В, С 
как показано на рисунке.

Тогда (А Δ С) = X1 ∪ X3 ∪ X5 ∪ X6, 
(В Δ С)  = X2 ∪ X3 ∪ X4 ∪ X6. 
Отсюда (А Δ С) ∩ (В Δ С) =  X3 ∪ X6.
Теперь (А ∩ В) = X6 ∪ X7. Отсюда 
(А ∩ В) Δ С = X3 ∪ X4 ∪ X5 ∪ X6.
Поэтому  (А Δ С) ∩ (В Δ С) =  
= X3 ∪ X6 ⊂ X3 ∪ X4 ∪ X5 ∪ X6=(А ∩ В) Δ С.

№415*  
Пусть Аня придумала k таких же слов, как Боря, и еще l таких же слов, как 

Вася. Кроме того, Боря придумал m слов, которых больше ни у кого не было, 
и Вася придумал n слов, которых больше ни у кого не было. При этом у Ани  
k + l слов и k + l очков, у Бори k +m слов и  k + 2m очков, у Васи l + n слов и  
l + 2n очков.

Требуемая в условии задачи ситуация записывается системой неравенств
l + n < k + m < k + l < k + 2m < l + 2n.
Числа k = 7, l = 4, m = 3 и n = 5 — это одно из ее решений.
Ответ: могло.
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П. 7.1.3*. Счетные и несчетные множества

Основные содержательные цели:

1) Сформировать понятие счетного и несчетного множеств.
2) Сформировать представление о счетности множества рациональных чисел 

и несчетности множества действительных чисел.
3) Закрепить умение решать рациональные уравнения. Повторить понятие 

дизъюнкции и конъюнкции высказываний.
Для повторения понятий бесконечного и конечного множеств, понятия эк-

вивалентности множеств рекомендуется выполнить №416–№417. Для самостоя-
тельного открытия свойства объединения двух множеств, эквивалентных N реко-
мендуется выполнить №418.  

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта.

№417
Первый способ: пересчитать количество мужчин и количеству женщин.  

В случае их равенства устанавливается, что каждому из гостей найдется пара для 
танцев. Второй способ не предусматривает подсчета: составляются пары (каждый 
встает возле своего партнера по танцам). Именно второй способ использует опре-
деление эквивалентности двух множеств. 

№418 
1) а) Можно.
1) б) Переселим всех постояльцев гостиницы следующим образом. Если че-

ловек занимал комнату с номером n, то переселим его в комнату с номером 2n. 
Таким образом, все комнаты с нечетными номерами станут свободными. 

Покажем, что в эти комнаты можно поселить столько же постояльцев. Для 
этого дублируем каждого постояльца. Тогда в номерах с номерами 2, 4, 6, …, 2k, … 
живут по два человека. Теперь по одному человеку-дублю из каждой комнаты с 
номером 2n можно переселить в комнату 2n–1. То есть можно считать, что всех 
«дублей» мы заново заселили в гостиницу. А их столько же, сколько и было по-
стояльцев.

2) Учащиеся могут доказать это свойство по аналогии с рассуждениями, про-
веденными в пункте 1(б) задания. После этого их можно познакомить с другим 
способом ее доказательства, представленным в учебнике (см. теорему 3.2).

№419 
а) Покажем сначала, что множество целых чисел счетно. Для этого установим 

взаимно однозначное соответствие между целыми числами и натуральными. Сде-
лаем это следующим образом:

Целое число Натуральное число
0 1
1 2

–1 3
2 4

–2 5
… …
n 2n

– n 2n +1
… …

Таким образом, каждому целому числу мы поставили в соответствие нату-
ральное, причем все натуральные числа использованы.
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Теперь завершить доказательство можно, заметив, что множество целых чи-
сел, дающих при делении на 4 остаток 1, является бесконечным подмножеством 
счетного множества. Значит, по теореме 2 оно счетно.

б) Занумеруем рациональные числа a1, a2, a3,...,an,..., и составим бесконечную 
таблицу, в которую запишем все точки плоскости с двумя рациональными коор-
динатами и занумеруем их натуральными числами следующим образом (это очень 
похоже на то, как мы нумеровали рациональные числа):

вторая
 координата

первая 
координата

a1 a2 a3 a4 … 

a1 1 2 9 10 …
a2 4 3 8 11 …
a3 5 6 7 12 …
a4 16 15 14 13 …
… … … … … …

№420 
а, б) Мы доказали (пример 1), что множество точек любого интервала несчетно. 
Также заметим, что если множество содержит в себе несчетное подмножество, 

то оно само несчетно. Действительно, это множество бесконечно и если бы оно 
было бы счетным, то любое его подмножество было бы счетным или конечным.

И луч  (а; +∞), и множество [a; b] ∪ [c; d] содержат в себе интервал, то есть не-
счетное подмножество. Поэтому и сами эти множества несчетны.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у 
учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартной задачи данного пункта.

№432 *  
Хотя каждый раз дед Мороз дарит в 2 раза больше конфет, чем отбирает, в 

момент встречи Нового года все конфеты снова окажутся у деда Мороза. Действи-
тельно, каждая конкретная конфета будет один раз подарена, а при следующей 
раздаче отобрана. После этого она до Нового года останется у деда Мороза. 

Ответ: все конфеты будут у деда Мороза.

П. 7.1.4. Применение понятий теории множеств

Основные содержательные цели: 

1) Сформировать представление о взаимосвязи различных разделов матема-
тики друг с другом на примере применения понятий теории множеств в других 
теориях.

2) Уточнить определение функции и определение вероятности случайного со-
бытия с точки зрения теории множеств.

3) Сформировать представление о применении диаграмм Эйлера -Венна для 
решения задач по теории вероятности. 

4) Сформировать понятие противоположных событий, объединения и пере-
сечения событий, независимых событий.

5) Сформировать умение представлять эксперимент в виде "дерева исходов".
6) Сформировать представление об умножении вероятностей; об условной ве-

роятности и формуле полной вероятности.
7) Закрепить умение решать рациональные уравнения и умение анализиро-

вать график.
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Выполнение заданий №433 – №435 направлено на актуализацию понятия 
функция. Для самостоятельного выявления взаимосвязи понятий взаимно одно-
значное соответствие и функция рекомендуется выполнить №436 – №438.  Для 
самостоятельного уточнения понятия функции используется №439, после того как 
учащимися будут озвучены свои примеры нечисловых функций рекомендуется 
познакомить их с примерами, разобранными в учебнике. Для самостоятельной 
формулировки учащимися нового определения вероятности случайного события 
рекомендуется выполнить №440. 

Еще раз подчеркнем, что учитель выбирает только одно знание для организа-
ции самостоятельного его открытия учащимися, остальные знания вводятся учи-
телем, например, путем подводящего диалога.

Приведем примеры решения и ответы к заданиям из данного пункта:

№434 

а) а > 0, так как ветви параболы направлены вверх;
    c > 0, так как у(0) = а ∙ 02 + b ∙ 0 + c = с > 0.
б) а > 0, так как ветви параболы направлены вверх;
    c < 0, так как у(0) = а ∙ 02 + b ∙ 0 + c = с < 0.
в) а < 0, так как ветви параболы направлены вниз;
    c > 0, так как у(0) = а ∙ 02 + b ∙ 0 + c = с > 0.

№435 

а) y
x

x x
=

+
+

4

42 .

1. Поскольку формула, которой задается функция, содержит алгебраическую 
дробь, найдем те значения х, при которых знаменатель дробного выражения равен 
нулю, а затем исключим их из множества действительных чисел.

x x x x
x

x
2 4 0 4 0

0

4
+ = ⇔ +( ) = ⇔

=
= −




 .

D(f) = (–∞; –4) ∪ (–4; 0) ∪ (0; +∞).
2. Чтобы построить график функции, преобразуем 

алгебраическую дробь:
x

x x

x

x x x

+
+

=
+
+( )

=
4

4

4

4

1
2 .

Построим график функции y
x

=
1

 с учетом обла-

сти определения данной функции.

Графиком является гипербола y
x

=
1

 с «выколо-

той» точкой − −





4

1

4
; .
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в) y
x x

x x
=

− +
+( ) −( )

4 213 36

2 3
.

1. Поскольку формула, которой задается функция, содержит алгебраическую 
дробь, найдем те значения х, при которых знаменатель дробного выражения равен 
нулю, а затем исключим их из множества действительных чисел.

x x
x

x
+( ) −( ) = ⇔

= −
=




2 3 0

2

3
.

D(f) = (–∞; –2) ∪ (–2; 3) ∪ (3; +∞).
2. Чтобы построить график функции, 

преобразуем алгебраическую дробь:

x x

x x

x x

x x

x x x

4 2 2 2

2

13 36

2 3

4 9

2 3

2 3

− +
+( ) −( )

=
−( ) −( )
+( ) −( )

=

= −( ) +( ) = ++ −x 6

Построим график функции y = x2 + x – 6 
с учетом области определения данной функ-
ции.

1) x0

1

2
= − , y0 6

1

4
= −

− −
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;  координаты вершины параболы;

2) y x x y x= + − ⇔ = +





 −2

2

6
1

2
6

1

4
Построим параболу, выполняя параллельный перенос параболы у = x2  влево 

вдоль оси Ох на 
1

2
 единицы и вниз вдоль оси Оу на 6

1

4
 единицы.

3. Дополнительные точки:
х –3 –2 0 2 3
у 0 –4 –6 0 6

Графиком является парабола с двумя «выколотыми» точками (–2; –4) и (3; 6).

№436 
1) Данная функция возрастающая. Найдем ее значения на концах заданной 

области определения: y 0
1

3
0 1 1( ) = ⋅ + =  и y 3

1

3
3 1 2( ) = ⋅ + = . Тогда числовой проме-

жуток области значений, соответствующий х ∈ [0; 3], принимает вид: у ∈ [1; 2].
Х → У (Х: х ∈ [0; 3], У: у ∈ [1; 2]).
2) Чтобы найти значение х, надо решить уравнение относительно х. Но удоб-

нее выразить из формулы y x= +
1

3
1  переменную х: х =3у – 3 и провести вычис-

ления.
Если у = 1, то х = 0.
Если у = 1,4, то х = 1,2.
Если у = 2, х = 3.
Если у = 4, то х = 9.

№441 
Пусть 1400 – количество элементов пространства элементарных событий 

М = «новые карты памяти», а 56 – количество элементарных событий, благопри-
ятствующих событию A = «карты памяти неисправны», A ⊂ M. Тогда вероятность 
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события А найдем по правилу p A
m

n
( ) = . Получаем p A( ) = =

56

1400

1

25
.

Вероятность того, что карта памяти исправна, определим так: 1
1

25

24

25
− = .

Ответ: 
24

25
.

№442 
От 30 до 54 содержится 25 натуральных чисел. Значит, пространство элемен-

тарных событий состоит из 25  элементов – чисел от 30 до 54. 13 – это число чет-
ных чисел в этом числовом промежутке, то есть 13 – количество элементарных 
событий, благоприятствующих событию A = «число четное», A ⊂ M. Тогда вероят-

ность события А найдем по правилу p A
m

n
( ) = , p A( ) = =

13

25
0 52, .

Ответ: вероятность того, что случайно выбранное натуральное число от 30 до 
54 делится на 2, равна 0,52.

Из раздела для повторения учитель может выбрать любые задания, которые 
целесообразно повторить с конкретным классом, в зависимости от имеющихся у 
учащихся затруднений.

Рассмотрим решение нестандартных задач данного пункта.

№456*   
Пусть в классе x ребят младше Пети, тогда 2x ребят старше Пети. Итак, в клас-

се 3x +1 ребят. Пусть в классе y ребят старше Кати, тогда 3y ребят младше Кати. 
Итак, в классе 4y +1 ребят. Это означает, что число учеников в классе имеет вид 
N = 3x + 1 и N = 4y + 1, откуда N – 1 = 3x и N – 1 = 4y Таким образом, число N – 1 
делится и на 3, и на 4, то есть оно делится на 12. Единственное такое число между 
19 и 29 – это 24. Значит, N – 1 = 24, откуда N = 25.

Ответ: 25 учеников. 

№457* 
Рассмотрим шахматную раскраску нашей доски. Заметим, что после хода как 

слон слонопотам попадает в клетку того же цвета, а после хода как конь слонопо-
там попадает в клетку другого цвета. Пусть для определенности слонопотам на-
чинает обход с черной клетки. Возможны два случая. Если слонопотам начинает 
ходить как слон, то цвета клеток будут меняться следующим образом: ч-ч-б-б-ч-
ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч (всего он должен сделать 24 хода). Если 
же слонопотам начинает ходить как конь, то цвета клеток будут меняться таким 
образом: ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч-б-б-ч-ч. И в том и в другом 
случае слонопотам должен закончить путь в клетке того же цвета, что и клетка на-
чала обхода. А так как соседние клетки имеют разные цвета, то закончить обход в 
соседней клетке слонопотам не сможет.

Ответ: не может.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Технология деятельностного метода

Принципиальное отличие технологии деятельностного метода (ТДМ) от 
традиционного демонстрационно-наглядного метода обучения заключается 
прежде всего в  том, что в  ТДМ представлено описание последовательности 
деятельностных шагов не учителя, а ученика. Выполняя эти шаги в образова-
тельном процессе, ученик становится в  позицию субъекта учебной деятель-
ности, то есть «переоткрывает» для себя уже созданное в культуре, но для него 
самого — новое знание. Выполняемые учеником шаги вбирают в себя полный 
перечень личностных, регулятивных, познавательных и  коммуникативных 
УУД ФГОС, составляющих основу умения учиться. А содержание и методики 
учебника помогают учителю организовать этот процесс в соответствии с тех-
нологическими и дидактическими требованиями ТДМ1.

Столь радикальное изменение метода работы в практике школьного образо-
вания становится возможным, так как за последние десятилетия большинство 
учителей накопили значительное число приемов и способов активизации деятель-
ности учащихся. Поэтому в образовательной системе Л.Г. Петерсон предложены 
несколько уровней реализации ТДМ:

1) базовый уровень — это переходный уровень, систематизирующий инноваци-
онный опыт российской школы активизации деятельности учащихся в процессе 
трансляции системы знаний;

2) технологический уровень — это уровень, когда учитель реализует технологи-
ческие требования ТДМ, но пока еще работает в поисковом режиме;

3) системно-технологический уровень  — это уровень, когда учитель включил 
ТДМ в  систему своей работы и  реализует технологические требования ТДМ во 
всей их полноте.

Базовый уровень ТДМ при введении нового знания включает в себя следую-
щие шаги.

1) Организационный момент.
2) Актуализация знаний.
3) Проблемное объяснение нового знания.
4) Первичное закрепление во внешней речи.
5) Самостоятельная работа с самопроверкой.
6) Включение нового знания в систему знаний и повторение.
7) Итог урока.
На этапе организационного момента определяются цели урока и организуется 

с помощью мотивирующих приемов осознанное вхождение учащихся в простран-
ство учебной деятельности на уроке.

Цель этапа актуализации знаний — подготовка мышления детей к изучению 
нового материала, воспроизведение учебного содержания, необходимого для вос-
приятия нового, и указание ситуации, демонстрирующей недостаточность имею-
щихся знаний.

На этапе проблемного объяснения нового учитель обращает внимание учащихся 
на отличительное свойство задания, вызвавшего затруднение, раскрывает целесо-
образность введения нового знания, формулирует цель и тему урока и организует 
подводящий диалог, направленный на построение и осмысление нового спосо-
ба действий. В завершение этапа новое знание фиксируется вербально, знаково 
и с помощью схем.

1 В образовательной системе Л.Г. Петерсон учителю предложены варианты сценариев 
каждого урока курса математики «Учусь учиться» 0–9, то есть, начиная с дошкольной под-
готовки вплоть до выпуска из основной школы.
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На этапе первичного закрепления во внешней речи изученное содержание закре-
пляется и проводится через внешнюю речь.

На этапе самостоятельной работы с самопроверкой организуется самоконтроль 
усвоения нового учебного содержания, при этом новый способ действия перево-
дится во внутренний план.

Цель этапа включения нового знания в систему знаний и повторения — опреде-
ление границ применимости нового знания, тренировка навыков его использова-
ния совместно с ранее изученным материалом и повторение содержания, которое 
закрепляет изученное на предыдущих уроках и потребуется на следующих уроках.

На этапе подведения итогов урока фиксируется изученное на уроке новое зна-
ние, уточняется его значимость, организуется самооценка учебной деятельности 
и намечаются дальнейшие цели деятельности.

Структура урока базового уровня ТДМ выделяет из общей структуры рефлек-
сивной самоорганизации ту ее базовую часть, которая представляет собой целост-
ный элемент, обеспечивающий сознательное, глубокое и прочное усвоение уча-
щимися накопленного в  культуре опыта и  развитие познавательных процессов. 
Не вступая в противоречие с целостной структурой деятельностного метода обу-
чения, базовый уровень ТДМ позволяет учителю осваивать деятельностный метод 
в спокойном, комфортном для себя темпе по индивидуальной траектории само-
развития.

На технологическом уровне при введении нового знания учитель начинает пе-
реходить к использованию следующей структуры урока.

1. Мотивация (самоопределение) к учебной деятельности.
Данный этап урока предполагает осознанный переход ученика из жизнеде-

ятельности в пространство учения. С этой целью организуется его мотивирова-
ние к учебной деятельности на уроке («буду учиться») через механизм «надо» — 
«могу» — «хочу», а именно:

1) актуализируются требования к ученику со стороны учебной деятельности 
(понимание нормы учебной деятельности — «надо»);

2) устанавливаются тематические рамки (мне понятно — «могу»);
3) создаются условия для возникновения у него внутренней потребности вклю-

чения в учебную деятельность (принятие нормы на личностном уровне — «хочу»).
В развитом варианте здесь происходят процессы адекватного самоопределе-

ния в учебной деятельности, предполагающие сопоставление учеником своего ре-
ального «Я» с образом «Я — идеальный ученик», затем осознанным подчинением 
себя системе нормативных требований учебной деятельности и выработкой вну-
тренней готовности к их реализации (субъектный и личностный уровни).

2. Актуализация и  фиксирование индивидуального затруднения в  пробном дей-
ствии.

На данном этапе организуется подготовка и мотивация учащихся к надлежа-
щему самостоятельному выполнению пробного учебного действия, его осущест-
влению и фиксации индивидуального затруднения.

Соответственно, данный этап предполагает:
1) актуализацию изученных способов действий, достаточных для построения 

нового знания, их обобщение и знаковую фиксацию;
2) актуализацию соответствующих мыслительных операций и  познаватель-

ных процессов;
3) мотивирование учащихся к  пробному учебному действию («надо»  — 

«могу» — «хочу»), и его самостоятельное осуществление;
4) фиксация учащимися индивидуальных затруднений в  выполнении ими 

пробного учебного действия или его обосновании (в форме «я не знаю …»).
Завершение этапа связано с  организацией выхода учащихся в  рефлексию 

пробного действия.
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3. Выявление места и причины затруднения.
На данном этапе учащиеся выявляют место и  причину затруднения. С  этой 

целью они должны:
1) уточнить, какую именно конкретную задачу они не смогли решить или обо-

сновать решение (то есть место затруднения);
2) выявить и зафиксировать во внешней речи, какого способа действия им не 

хватает, чтобы решить и обосновать исходную задачу и задачи такого класса или 
типа вообще (то есть причину затруднения).

4. Построение проекта выхода из затруднения (цель, тема, план, способ, сред-
ство).

На данном этапе учащиеся в коммуникативной форме обдумывают проект бу-
дущих учебных действий:

• ставят цель (целью всегда является устранение зафиксированного затрудне-
ния),

• согласовывают тему урока,
• строят план достижения цели,
• выбирают способ (дополнение или уточнение),
• определяют средства (алгоритмы, модели, учебник и т. д.)
Этим процессом руководит учитель: на первых порах с помощью подводящего 

диалога, затем — побуждающего, а затем и посредством организации самостоя-
тельной учебной деятельности учащихся.

5. Реализация построенного проекта.
На данном этапе осуществляется реализация построенного проекта: обсуж-

даются различные варианты, предложенные учащимися, и выбирается оптималь-
ный вариант, который фиксируется в языке вербально и знаково.

Построенный способ действий используется для решения исходной задачи, 
вызвавшей затруднение.

В завершение, уточняется общий характер нового знания и фиксируется пре-
одоление возникшего ранее затруднения.

6. Первичное закрепление с проговариванием во внешней речи.
На данном этапе учащиеся в  форме коммуникативного взаимодействия 

(фронтально, в группах, в парах) решают типовые задания на новый способ дей-
ствий с проговариванием алгоритма решения вслух.

7. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону.
При проведении данного этапа используется индивидуальная форма работы: 

учащиеся самостоятельно выполняют задания нового типа и осуществляют их са-
мопроверку, пошагово сравнивая с эталоном. В завершение организуется испол-
нительская рефлексия хода реализации построенного проекта учебных действий 
и контрольных процедур.

Эмоциональная направленность этапа состоит в акцентировании учеников на 
успех: организации, по возможности, для каждого ученика ситуации успеха, мо-
тивирующей его к включению в дальнейшую познавательную деятельность. «Все-
ли в ученика,— говорил В. А. Сухомлинский,— веру в себя, в успех. Моральные 
силы для преодоления своих слабых сторон ребенок черпает в своих успехах».

8. Включение в систему знаний и повторение.
На данном этапе выявляются границы применимости нового знания и выпол-

няются задания, в которых новый способ действий предусматривается как про-
межуточный шаг.

Организуя этот этап, учитель подбирает задания, в которых тренируется ис-
пользование изученного ранее материала, имеющего методическую ценность 
для введения в последующем новых способов действий. Таким образом, проис-
ходит, с одной стороны, тренировка в применении изученного способа действия, 
а с другой — подготовка к введению в будущем нового знания.
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9. Рефлексия учебной деятельности на уроке (итог урока).
На данном этапе фиксируется новое содержание, изученное на уроке, и орга-

низуется рефлексия и самооценка учениками собственной учебной деятельности. 
В завершение, соотносятся ее цель и результаты, фиксируется степень их соответ-
ствия и намечаются дальнейшие цели деятельности.

Данная структура урока графически может быть изображена с помощью схе-
мы (рис. 1), помогающей учителю соотнести между собой этапы учебной деятель-
ности. Эта схема является, по сути, опорным сигналом, который в адаптирован-
ном виде представляет методологическую схему, описывающую структуру учеб-
ной деятельности [3] с включенными в нее шагами, обеспечивающими глубокое 
и прочное усвоение знаний.

Технология деятельностного метода Л.Г. Петерсон (ТДМ)

 
                      Рис. 1
Предложенная технология носит интегративный характер: в ней синтезиро-

ваны не конфликтующие между собой идеи из концепций развивающего образо-
вания ведущих российских педагогов и психологов с позиций преемственности 
с традиционной школой.

Действительно, при реализации шагов 1, 2, 5–9 выполняются требова-
ния традиционной школы к  организации передачи учащимся знаний, уме-
ний и навыков; шаги 2–8 обеспечивают системное прохождение учащимися 
всех этапов, выделенных П. Я. Гальпериным как необходимые для глубокого 
и прочного усвоения знаний; завершение 2-го шага связано с созданием за-
труднения в деятельности («коллизии»), что является, по мнению Л. В. Зан-
кова, необходимым условием развивающего обучения. На этапах 2–5, 7, 9 
обеспечиваются требования к организации учебной деятельности, разрабо-
танные В. В. Давыдовым. Таким образом, на основе методологической вер-
сии теории деятельности (Г. П. Щедровицкий, О. С. Анисимов и др.) удалось 
построить последовательность деятельностных шагов, которая может ис-
пользоваться в современной сфере образования в качестве синтезирующего 
предиката.

Как уже отмечалось, прохождение данных этапов ТДМ позволяет учащим-
ся на каждом уроке тренировать весь комплекс УУД ФГОС, составляющих 
основу умения учиться. Их примеры по этапам ТДМ приведены в следующей 
таблице2.

2 Условные обозначения: 
Л − личностные УУД; Р − регулятивные УУД; П − познавательные УУД; К − коммуникативные 

УУД.

1) Мотивация к учебной деятельности.
2) Актуализация и  фиксирование индивиду-
ального затруднения в пробном действии.
3) Выявление места и причины затруднения.
4) Построение проекта выхода из затруднения.
5) Реализация построенного проекта.
6) Первичное закрепление с проговариванием 
во внешней речи.
7) Самостоятельная работа с  самопроверкой 
по эталону.
8) Включение в систему знаний и повторение.
9) Рефлексия учебной деятельности.
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Этапы урока 
в ТДМ Тренируемые УУД

1

Мотивация 
(самоопределе-
ние) к учебной 
деятельности

– познавательная мотивация / самоопределение (Л); 
— смыслообразование (Л); 
— целеполагание (Р); 
— планирование учебного сотрудничества с учителем и сверстника-

ми (К)
2 Актуализация 

и фиксиро-
вание инди-
видуального 
затруднения 
в пробном дей-
ствии

– анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— извлечение необходимой информации из текстов (П); 
— использование знаково-символических средств (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— подведение под понятие (П); 
— выполнение пробного учебного действия (Р); 
— фиксирование затруднения в пробном действии (Р); 
— волевая саморегуляция в ситуации затруднения (Р); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— аргументация своего мнения и позиции в коммуникации (К); 
— учет разных мнений (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К)

3 Выявление ме-
ста и причины 
затруднения

– анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— подведение под понятие (П); 
— определение основной и второстепенной информации (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— структурирование знаний (П); 
— постановка и формулирование проблемы (Р); 
— волевая саморегуляция в ситуации затруднения (Р); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— аргументация своего мнения и позиции в коммуникации (К); 
— учет разных мнений, координирование в сотрудничестве разных 

позиций (К); 
— разрешение конфликтов (К)

4

Построение 
проекта выхо-
да из затруд-
нения

– самоопределение (Л); — смыслообразование (Л); 
— анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия (П); 
— самостоятельное выделение и формулирование познавательной 

цели (Р); 
— поиск и выделение необходимой информации (П); 
— выбор наиболее эффективных способов решения задач (П); 
— планирование, прогнозирование (Р); 
— структурирование знаний (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— волевая саморегуляция в ситуации затруднения (Р); — выраже-

ние своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— аргументация своего мнения и позиции в коммуникации (К); 
— учет разных мнений (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К).
— планирование учебного сотрудничества с учителем и сверстника-

ми (К); 
— разрешение конфликтов (К)

5 Реализация 
построенного 
проекта

– смыслообразование (Л); 
— анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— волевая саморегуляция (Р); 
— познавательная инициатива (Р); 
— выдвижение гипотез и их обоснование (Р); 
— самостоятельное создание способов решения проблем творческо-
го и поискового характера на основе метода рефлексивной самоор-
ганизации (Р); — поиск необходимой информации (П); 
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— использование знаково-символических средств (П); 
— моделирование и преобразование моделей разных типов (пред-

меты, схемы, знаки и т. д.) (П); 
— установление причинно-следственных связей (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— построение логической цепи рассуждений (П); 
— доказательство (П); 
— нравственно-этическое оценивание усваиваемого содержания (Л);
— осознание ответственности за общее дело (Л); 
— следование в поведении моральным нормам и этическим требо-

ваниям (Л); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— адекватное использование речевых средств для решения комму-

никационных задач (К); 
— формулирование и аргументация своего мнения и позиции 

в коммуникации (К); 
— учет разных мнений, координирование в сотрудничестве разных 

позиций (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К); 
— достижение договоренностей и согласование общего решения (К); 
— разрешение конфликтов (К)

6

Первичное 
закрепление 
с проговарива-
нием во внеш-
ней речи

– анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— извлечение из математических текстов необходимой информа-

ции (П); 
— моделирование и преобразование моделей разных типов (П); 
— использование знаково-символических средств (П); 
— подведение под понятие (П); 
— установление причинно-следственных связей (П); 
— выполнение действий по алгоритму (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— построение логической цепи рассуждений (П); 
— доказательство (П); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— адекватное использование речевых средств для решения комму-

никационных задач (К); 
— формулирование и аргументация своего мнения в коммуникации (К); 
— учет разных мнений, координирование в сотрудничестве разных 

позиций (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К); 
— достижение договоренностей и согласование общего решения (К); 
— осознание ответственности за общее дело (Л); 
— следование в поведении моральным нормам и этическим требо-

ваниям (Л)
7 Самосто-

ятельная 
работа с само-
проверкой по 
эталону

– анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— извлечение из математических текстов необходимой информа-

ции (П); 
— использование знаково-символических средств (П); 
— подведение под понятие (П); 
— выполнение действий по алгоритму (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— доказательство (П); 
— контроль (Р); 
— коррекция (Р);
— оценка (Р); 
— волевая саморегуляция в ситуации затруднения (Р);
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
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— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К)

8 Включение 
в систему 
знаний и по-
вторение

– нравственно-этическое оценивание усваиваемого содержания (Л); 
— анализ, синтез, сравнение, обобщение, аналогия, классификация (П); 
— понимание текстов, извлечение необходимой информации (П); 
— подведение под понятие (П); 
— моделирование, преобразование модели (П); 
— использование знаково-символических средств (П); 
— установление причинно-следственных связей (П); 
— выведение следствий (П); 
— самостоятельное создание алгоритмов деятельности (П); 
— выполнение действий по алгоритму (П); 
— построение логической цепи рассуждений (П); 
— доказательство (П); 
— осознанное построение речевого высказывания (П); 
— контроль, коррекция, оценка (Р); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— формулирование и аргументация своего мнения в коммуникации (К); 
— учет разных мнений, координирование в сотрудничестве разных 
позиций (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К).
— достижение договоренностей и согласование общего решения (К); 
— постановка вопросов (К); 
— адекватное использование речевых средств для решения комму-
никационных задач (К); 
— управление поведением партнера (К) 
— осознание ответственности за общее дело (Л); 
— следование в поведении моральным и этическим нормам (Л)

9 Рефлексия 
учебной дея-
тельности

– рефлексия способов и условий действия (Р); 
— контроль и оценка процесса и результатов деятельности (Р); 
— самооценка на основе критерия успешности (Л); 
— адекватное понимание причин успеха / неуспеха в учебной дея-
тельности (Л); 
— выражение своих мыслей с достаточной полнотой и точностью (К); 
— формулирование и аргументация своего мнения, учет разных мне-
ний (К); 
— использование критериев для обоснования своего суждения (К); 
— планирование учебного сотрудничества (К); 
— следование в поведении моральным нормам и этическим требо-
ваниям (Л)

Приведенная структура урока в ТДМ, сохраняя общие закономерности вклю-
чения в учебную деятельность, видоизменяется в зависимости от возрастного эта-
па обучения и типа урока.

Типология уроков

В образовательной системе деятельностного метода Л.Г. Петерсон  соответ-
ствии с  общим принципом формирования системы знаний выделяются 4 типа 
уроков:

• уроки открытия нового знания, где учащиеся под руководством учителя 
учатся самостоятельно строить новые способы действий и приобретают первич-
ное умение применять новое знание;

• уроки рефлексии, которые ориентированы на формирование умения: 1) при-
менять полученные знания, в том числе и в нестандартных условиях (рефлексивно-
тренировочные); 2) самостоятельно выявлять и исправлять свои ошибки, коррек-
тировать свою учебную деятельность (рефлексивно-коррекционные);
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• уроки обучающего контроля, на которых учащиеся учатся контролировать 
результаты своей учебной деятельности;

• уроки систематизации знаний, в ходе которых учащиеся систематизируют 
и структурируют знания по курсу математики.

Все уроки строятся на основе метода рефлексивной самоорганизации, по-
этому в их процессе также используется весь комплекс универсальных учебных 
действий, но на каждом из этих уроков делаются разные акценты. Так, если на 
уроках открытия нового знания основное внимание уделяется проектированию 
новых способов действий в  проблемных ситуациях, то на уроках рефлексии  — 
формированию умения их применять, корректировать свои действия и самостоя-
тельно создавать новые алгоритмы деятельности в задачных ситуациях (решение 
нестандартных задач). На уроках обучающего контроля отрабатываются действия 
контроля, коррекции и оценки, а на уроках систематизации знаний формируется 
способность к структурированию знаний.

Технология деятельностного метода Л. Г. Петерсон уточняется в соответствии 
с возрастной периодизацией учащихся и типами уроков.

Опишем алгоритмы проектирования уроков всех типов в ТДМ и краткие ме-
тодические рекомендации к их проведению.

Проектирование и проведение уроков в ТДМ

Рассмотрим особенности организации деятельности учащихся 7–9 классов на 
уроках в ТДМ разной целевой направленности — а именно, те конкретные шаги, 
которые должен продумать учитель при проектировании этих уроков.

В скобках указано примерная продолжительность каждого этапа. Вместе 
с тем, в зависимости от конкретной ситуации и дидактических целей учителя, их 
продолжительность может быть разная. Однако указанное время дает представле-
ние о среднем значении продолжительности этапа, которое поможет полноценно 
реализовать все задачи урока без задержки учащихся после звонка, что всегда не-
желательно и непродуктивно.

1. Урок открытия нового знания (ОНЗ)

1-й этап. Мотивация к учебной деятельности (1–2 мин)
Основной целью этапа является включение учащихся в учебную деятельность 

на личностно значимом уровне.
Для реализации этой цели необходимо следующее.
1) Организовать определение типа урока.
Определение типа урока создает для учащихся ориентировочную основу дей-

ствия. Ученики предлагают версии, опираясь на свой опыт. Учитель уточняет тип 
урока, исходя из логики развития содержания и результатов предыдущих уроков. 
Например, после успешно проведенной текущей контрольной работы естествен-
но ожидать урок ОНЗ.

2) Организовать актуализацию способа работы учащихся на уроках ОНЗ, при-
нятого в классе («надо»).

Поскольку к 7 классу структура учебной деятельности должна быть в основ-
ном усвоена учащимися, они должны знать все шаги урока ОНЗ:
ü вспоминаем эталоны, которые нам понадобятся для следующего шага;
ü выполняем пробное действие;
ü выясняем, что мы пока не знаем;
ü ставим цель и проектируем, как ее достичь;
ü выполняем проект, формулируем новое свойство, правило, алгоритм;
ü тренируемся в его применении;
ü пишем и проверяем самостоятельную работу;
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ü решаем задачи на повторение;
ü подводим итог.
Это не значит, что все эти шаги каждый раз надо проговаривать полностью. 

После того как они отработаны, может быть, достаточно одного вопроса учи-
теля:

—  Все помнят, как мы работаем?
Или, возможно, уточняется этап, который в данный период отрабатывается 

в классе.
—  Над каким этапом урока ОНЗ мы сейчас работаем? (Мы  учимся ставить 

проблему — правильно устанавливать, что мы пока не знаем.)
Другими словами, исходя из уровня формирования у учащихся регулятивных 

УУД, учитель планирует организацию следующего шага учащихся в  освоении 
структуры учебной деятельности и ее сознательного применения на уроке.

3) Организовать фиксацию учащимися тематических рамок урока («могу»).
Тематические рамки урока фиксируются с максимально возможным подклю-

чением учащихся так, чтобы им была понятна логика развития содержания. На-
пример:

—  Какую тему мы изучаем? (Квадратные уравнения.)
—  Мы узнаем сегодня новый прием, который позволит нам решать некото-

рые квадратные уравнения быстрее.
4) Создать условия для возникновения у  учеников внутренней потребности 

включения в учебную деятельность («хочу»).
Личностное позитивное отношение к учению не формируется в течение не-

скольких минут урока, а определяется созданной в классе образовательной сре-
дой. Это творческая доброжелательная среда, где ученику интересно, где он имеет 
опыт успеха, где он ощущает моральную поддержку учителя и сверстников, заин-
тересованность в его успехе. Как писал Б. А. Слуцкий,

Ничему меня не научит,
То, что тычет, талдычит, жучит…
Вместе с тем, на каждом уроке важно поддерживать, а не разрушать эту сре-

ду  — улыбкой, неожиданным замечанием или заранее продуманным приемом, 
который заставит детей приятно удивиться, улыбнуться, почувствовать доброту 
и поддержку. При этом особое внимание и, возможно, предварительное планиро-
вание приемов работы должно быть обращено к менее успешным детям.

Очень важно осознать значимость этого этапа — без положительной мотива-
ции ученик будет постоянно «выпадать» из урока,— и профессионализм учителя 
заключается в том, чтобы механизм «надо» — «могу» — «хочу» помог ему включить 
в учебную деятельность каждого учащегося.

В отличие от первого этапа урока ОНЗ в 5–6 классах, на данном этапе опре-
деляется тип урока. Учащиеся, зная к 7 классу структуру урока каждого типа, по-
нимают цель и требования к каждому этапу, что обеспечивает для них создание 
ориентировочной основы действий.

На этой базе в дальнейшем можно организовать процессы адекватного само-
определения учащихся в учебной деятельности. Заметим, что самоопределение ис-
ключительно важно не только для успешной работы учащихся на конкретном уро-
ке, но и с позиций общей цели формирования способностей к самоопределению, 
что является приоритетной задачей образования на этапе обучения в 7–9 классах 
средней школы.

Этап можно завершить вопросом:
—  Готовы к работе?
Оптимальным результатом данного этапа является положительная мотивация 

(в развитом варианте — самоопределение на субъектном или личностном уров-
нях) каждого учащегося к учебной деятельности на уроке.
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2-й этап. Актуализация и фиксирование индивидуального затруднения в пробном 
действии (5–7 мин).

Основной целью этапа является подготовка мышления учащихся к построению 
нового способа действий и осознание их потребности в этом построении.

Для реализации этой цели необходимо следующее.
1) Организовать актуализацию мыслительных операций, достаточных для по-

строения нового знания (анализ, сравнение, обобщение, аналогия, классифика-
ция и др.)

С этой целью можно использовать задания на поиск закономерностей (на 1–2 
минуты), в которых одновременно проводится тренинг устных вычислений и пре-
образований («математическая разминка»).

2) Организовать повторение способов действий, достаточных для построения 
нового знания, проговорить эти способы вслух и зафиксировать в форме этало-
нов.

Важно не перегружать данный этап заданиями на «доработку» изученного ра-
нее материала. Эта распространенная методическая ошибка порождает «пороч-
ный круг»: затягивание этапа актуализации ведет к тому, что на уроке часть этапов, 
необходимых для полноценного усвоения нового знания, остается не пройдена — 
не достаточно времени. Поэтому в дальнейшем и этот материал приходится тоже 
«дорабатывать», что не позволит качественно изучить следующие темы и т. д.

Поэтому для актуализации желательно отбирать, в  основном, то, что необ-
ходимо для построения нового знания. Например, при изучении теоремы Виета 
и обратной к ней, нужно повторить понятие корня уравнения, формулы корней 
квадратного уравнения и правила действий и преобразований многочленов.

Сэкономить время на данном этапе поможет правильный подбор домашнего 
задания накануне урока — оно должно содержать все способы действий, необхо-
димые для построения нового свойства, алгоритма, правила и т. д.

3) Организовать анализ и  выполнение учащимися задания на пробное дей-
ствие.

Задание на пробное действие — это задание, содержащее новый для учащих-
ся способ действий, который им, собственно, и  предстоит открыть для себя на 
данном уроке. Учащиеся должны понимать, что пробное действие предлагается 
с двумя целями:
ü для того чтобы глубже осознать и сформулировать проблему;
ü для того чтобы эти «пробы» помогли определить способ решения про-

блемы.
Например, при изучении теоремы Виета и обратной к ней это может быть сле-

дующее задание.

—  Решите уравнение x x2 9
5

9
5 0− + =  устно за 1 минуту, не используя форму-

лы корней.
Новизна задания, очевидно, в том, что корни уравнения требуется найти, не 

используя формулы корней.
4) Организовать фиксирование учащимися индивидуального затруднения 

в учебной деятельности.
Поскольку способ действий не известен, то, естественно, возникают разные 

версии ответов, а  кто-то не сможет получить никакой ответ. Учитель организу-
ет фиксирование учащимися своего индивидуального затруднения, которых, по 
сути, два типа:
ü «Я не знаю, как правильно решить эту конкретную задачу»
ü «Я не знаю, как обосновать свое решение»
Для организации фиксирования учащимися своего затруднения можно ис-

пользовать различные приемы. Например, через 1 минуту после начала его вы-
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полнения спросить у учащихся полученные ответы и записать на доске все имею-
щиеся версии, затем выставить правильный ответ и спросить:

—  Поднимите руки, кто не смог получить правильный ответ.
—  В чем ваше затруднение? Что вы не знаете?
При изучении, например, теоремы Виета и обратной к ней учащиеся в этом 

случае фиксируют свое затруднение так: «Я не знаю как найти корни квадратного 

уравнения x x2 9
5

9
5 0− + = , не используя формул корней».

Если кто-то из учеников все-таки укажет корни 9 и 
5

9
, что без знания теоремы 

Виета крайне маловероятно, учащихся можно спросить:
—  У кого получились правильные ответы — обоснуйте правильность своего 

решения.
Начиная с 1 класса, учащиеся знают, что для доказательства надо применить 

согласованный эталон. Поскольку теорема Виета не изучалась, то они фиксируют 
свое затруднение так: «Я не знаю, как обосновать свое решение».

Подчеркнем еще раз: задача повторения пройденного материала является 
здесь второстепенной. Поэтому организовать 2-й этап урока в ТДМ надо так, что-
бы он заканчивался примерно на 10-й минуте.

На этом этапе может использоваться как фронтальная, так и групповая форма 
работы.

3-й этап. Выявление места и причины затруднения (2–3 мин).
Основной целью данного этапа является формулировка проблемы, то есть при-

чины затруднения.
Для реализации этой цели на уроке открытия нового знания необходимо:
1) Организовать актуализацию содержания задачи на пробное действие.
—  Какую задачу вам надо было решить?
Учащиеся повторяют формулировку задачи на пробное действие.
2) Организовать выявление и фиксацию во внешней речи общего способа ре-

шения задач на пробное действие.
—  Какой способ (алгоритм) нужно знать для ее решения?
Учащиеся дают обобщенную формулировку способа решения задачи на проб-

ное действие. В рассмотренном выше примере
– для решения этой задачи нужно знать, как найти корни квадратного уравне-

ния без использования формул корней.
3) Организовать фиксацию во внешней речи причины затруднения — тех кон-

кретных знаний и  умений, которых недостает для решения задачи на пробное 
действие и задач такого типа вообще.

Формулировка причины затруднения в учебной деятельности на уроке откры-
тия нового знания всегда начинается словами «Я не знаю…» с указанием выявлен-
ного на предыдущем шаге способа действий. В нашем случае:

—  Я не знаю, как найти корни квадратного уравнения без использования 
формул корней.

Если у этого способа есть название, учитель может сообщить его учащимся:
—  Подобные задачи позволяет решать теорема Виета и обратная к ней.
На этом этапе используется фронтальная форма работы.
Определение причины своего затруднения  — принципиально важный шаг 

вхождения учащихся в учебную деятельность. Однако заметим, что иногда сфор-
мулировать общий способ решения задачи на пробное действие они могут по од-
ному только ее виду, без решения и  подводящих вопросов. Если в  7–9 классах 
проблема и  способ ее разрешения очевидны для учащихся и  опыт постановки 
проблемы у них достаточный, то этапы 2 и 3 можно провести в «свернутом виде»: 
от задания на пробное действие перейти сразу к формулировке проблемы.
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4-й этап. Построение проекта выхода из затруднения (3–4 мин).
Основной целью данного этапа является постановка цели, определение темы 

урока, способа, средств и плана выхода из затруднения.
Для реализации этой цели на уроке открытия нового знания необходимо сде-

лать следующее.
1) Организовать постановку цели учебной деятельности.
Цель учебной деятельности всегда заключается в устранении причины затруд-

нения, поэтому она непосредственно выводится из формулировки причины за-
труднения.

Учебная цель включает в себя получение знания, которого недостает для реше-
ния исходной задачи, и выработку умения его применять.

В примере, рассмотренном выше, цель учебной деятельности можно сформу-
лировать так: узнать теорему Виета и обратную к ней и научиться их применять.

2) Организовать согласование темы учебной деятельности.
Тема учебной деятельности обычно выводится из цели. В нашем случае: «Тео-

рема Виета и обратная к ней».
Постановка цели и определение темы учебной деятельности — ключевые шаги 

учебной деятельности, так как личностное отношение ученика к  цели учебной 
деятельности определяет степень его включенности в эту деятельность, а значит, 
и ее результат. Тем не менее, благодаря подготовительной работе, проведенной на 
предыдущих этапах урока, оба этих шага занимают не более минуты.

3) Организовать определение способа, средств и плана выхода из затруднения.
На данном этапе урока учащиеся под руководством учителя определяют спо-

соб, средства и план (последовательность шагов, которые необходимо сделать для 
реализации поставленной цели). то есть фактически строят проект выхода из за-
труднения.

Для успешного решения задач данного этапа, необходимо тщательно проду-
мывать организацию деятельности учащихся. Способ организации, уровень само-
стоятельности учащихся зависит от конкретной ситуации в классе — опыта детей 
и опыта работы учителя в ТДМ, уровня их подготовки.

Если класс только начинает работать в ТДМ, то учитель может просто предло-
жить выбрать учащимся способ и средства проектирования из готовых вариантов, 
составленных предварительно им самим, а при определении плана — попросить 
их составить правильную последовательность из подготовленных им, но «пере-
путанных» шагов. Тогда работа на данном этапе строится фронтально, учитель за-
нимает активную позицию организатора коммуникации, используя подводящий 
и побуждающий диалоги.

Если же у учащихся накоплен достаточный опыт планирования, то целесоо-
бразно организовать работу учащихся в группах в течение 2 минут, а затем срав-
нить и согласовать их варианты.

К 7 классу у учащихся сформирована способность к коммуникации в позици-
ях автора, понимающего и критика, поэтому в групповой работе на данном этапе 
обучения формируется способность к  коммуникации в  позиции организатора. 
Для успешного решения задачи в группе каждый учащийся пробует себя в разных 
коммуникативных позициях, что дает ему возможность определить свои способ-
ности. Естественно, что групповая форма работы наиболее эффективна и инте-
ресна для учащихся.

Результатом данного этапа является принятый учащимися согласованный ал-
горитм их действий по реализации на следующих этапах поставленной цели — по-
лучение конкретного знания и выработка умения его применять.

5-й этап. Реализация построенного проекта (6–8 мин).
Основной целью данного этапа является построение нового знания, фиксиро-

вание в знаках и речи и указание области его применимости.
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Для реализации этой цели на уроке открытия нового знания необходимо:
1) Организовать построение нового способа действий.
На данном шаге обычно используется подготовленная учителем система за-

даний, которую последовательно выполняют учащиеся для того, чтобы прийти 
к самостоятельному выводу. В рассмотренном выше примере они должны устано-
вить, что сумма корней приведенного квадратного уравнения противоположна b, 
а произведение — равно с.

2) Организовать фиксацию полученного вывода в речи и в знаковой форме.
В рассмотренном примере на данном шаге учащиеся уточняют формулировку 

теоремы Виета, строят обратное утверждение и фиксируют новое знание в форме 
эталона.

Эталоны необходимы не только для лучшего усвоения знаний, но и для ор-
ганизации самопроверки: на данном уроке — на этапе самостоятельной работы, 
а в последующем — на уроках рефлексии, развивающего контроля, для повторе-
ния.

3) Организовать решение исходной задачи и фиксацию преодоления затруд-
нения.

В нашем случае учащиеся обращаются к исходному уравнению x x2 9
5

9
5 0− + = . 

Анализируя коэффициенты b и с данного уравнения, они должны догадаться, что 

его корнями являются числа 9 и 
5

9
. Свой результат они обосновывают с помощью 

теоремы, обратной теореме Виета.
4) Организовать уточнение общего характера нового знания и  определение 

области его применимости.
В нашем примере учащиеся на данном шаге фиксируют, что теорема Виета 

применима для любого квадратного уравнения, а подбор корней по коэффициен-
там целесообразно использовать только в случае «удобных» коэффициентов.

Грамотная организация коммуникативного взаимодействия позволяет суще-
ственно экономить время проведения данного этапа. На первом его шаге предпо-
чтительна групповая форма работы, а на последующих — фронтальная.

Результатом данного этапа является фиксация каждой группой решения по-
ставленной учебной задачи в части построения нового знания.

6-й этап. Первичное закрепление с проговариванием во внешней речи (5–6 мин).
Основной целью этапа является усвоение учащимися нового знания и форми-

рование умения его применять.
Законы эффективного усвоения знаний описаны в теории поэтапного фор-

мирования умственных действий П. Я. Гальперина. На предыдущих пяти этапах 
было организовано прохождение четырех первых этапов усвоения:

– мотивация — на 1-м этапе;
– создание ориентировочной основы действий — также на 1-м этапе;
– материальное и материализованное действие — на 2–5 этапах;
– фиксация нового знания в знаках и речи — на 5-м этапе.
Здесь учащиеся проходят следующий этап усвоения знаний — тренинг в при-

менении с проведением через внешнюю (громкую) речь. Они решают типовые зада-
ния на новый способ действия с проговариванием вслух определения, алгоритма, 
свойства и т. д.

Сначала работа организуется либо фронтально (например, «цепочкой» с не-
ожиданным переходом по знаку учителя, что активизирует внимание учащихся), 
либо в группах. В завершение этапа обязательна работа в парах для того, чтобы 
проговорить новый алгоритм смог каждый учащийся, при этом второй ученик, 
слушая и проверяя соседа по парте, проговаривает алгоритм про себя (внутренняя 
речь).
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7-й этап. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону (8–10 мин).
Основной целью этапа является интериоризация нового знания, индивидуаль-

ная рефлексия достижения цели и создание ситуации успеха.
Для реализации этой цели на уроке открытия нового знания необходимо:
1) Организовать самостоятельное выполнение учащимися заданий на новый 

способ действий.
Учащимся предлагается 2–3 типовых задания на новое знание, при выполне-

нии которых они могут использовать построенные эталоны. Они выполняют их 
самостоятельно и, таким образом, они проводят новое знание через внутреннюю 
речь (проговаривают про себя).

2) Организовать самопроверку учащимися своих решений по эталону.
При проверке своего решения по эталону все учащиеся еще раз «проговарива-

ют» про себя каждый шаг нового способа действий.
3) Организовать индивидуальная рефлексию учащимися достижения цели 

своей учебной деятельности.
При самопроверке своего решения каждый ученик получает возможность 

определить, при необходимости, место и причину своей ошибки и исправить ее, 
опираясь на эталон.

Если такая работа не проводилась на предыдущих ступенях обучения, то на 
первых порах к эталону добавляется подробный образец правильного решения. 
А если эта работа системно проводилась, то к 7 классу способность к самопровер-
ке по эталону у учащихся уже полностью сформирована.

4) Создать ситуацию успеха для каждого ученика.
На данном этапе учитель вначале просит поднять руку тех, кто допустил ошиб-

ки, и просит объяснить их причины. Если есть ученики, которые с самопроверкой 
не справились, просит помочь им тех, кто справился.

—  Молодцы, разобрались в своих ошибках!
Затем руки поднимают те, кто не сделал ошибок:
—  Молодцы!
Переживание учащимся ситуации успеха при правильном решении заданий 

или осознание причины своих ошибок и их осознанное исправление способству-
ют формированию у них положительного самоопределения к учебной деятельно-
сти.

8-й этап. Включение в систему знаний и повторение (5–15 мин).
Основной целью этапа является включение нового способа действий в систему 

знаний, повторение и закрепление ранее изученного и, вместе с тем, опережаю-
щая подготовка к изучению следующих тем.

Для реализации этой цели на уроке открытия нового знания необходимо:
1) организовать решение учащимися зданий, в которых новое знание связыва-

ется с материалом, изученным ранее;
2) организовать решение учащимися зданий, требующих системной трени-

ровки, и заданий на подготовку к изучению следующих тем.
Этот этап проводится в форме коммуникативного взаимодействия преимуще-

ственно в группах или в парах.
В учебниках курса «Учусь учиться» предоставляется возможность выбора уча-

щимися заданий на повторение, творческих заданий, организации во внекласс-
ной работе проектной и исследовательской деятельностей.

9-й этап. Рефлексия учебной деятельности на уроке (2–3 мин).
Основной целью этапа является проведение учащимися рефлексии своей учеб-

ной деятельности на уроке, самооценка и фиксация домашнего задания.
Для реализации поставленной цели необходимо:
1) Организовать рефлексию деятельности на уроке класса в  целом, группы, 

каждого учащегося.
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При организации рефлексии деятельности разбираются вопросы:
ü где и почему возникло затруднение (в работе класса, группы, собственной 

работе);
ü каким способом преодолено возникшее затруднение;
ü какой новый способ действия был построен;
ü какова область его применения;
ü достигнута ли цель урока;
ü что необходимо сделать в дальнейшем.
2) Организовать самооценку учениками деятельности на уроке (класса, груп-

пы, своей собственной работы).
Учащиеся соотносят поставленные цели и  полученные результаты, устанав-

ливают степень их соответствия и знаково фиксируют принятым в классе спосо-
бом. Выставленная в той или иной форме отметка отражает степень удовлетво-
ренности учащихся работой на уроке.

3) Организовать фиксацию перспектив дальнейшей учебной деятельности 
и заданий для самоподготовки (домашнего задания).

Исходя из самооценки, они определяют, что еще им надо сделать для усвое-
ния нового знания, обсуждают и записывают домашнее задание.

Домашнее задание предлагается с элементами выбора, творчества, при этом 
оно должно обеспечивать подготовку учащихся к учебной деятельности на следу-
ющих уроках.

Таким образом, особенностью проведения этапа рефлексии учебной деятель-
ности в 7–9 классах, в отличие от 5–6 классов, является то, что акцент делается, 
прежде всего, не на методе решения учебной задачи, как раньше, а на методе ор-
ганизации самой учебной деятельности.

Отметим, что в  7–9 классах средней школы приоритетными этапами урока 
являются этапы:
ü мотивации и самоопределения в учебной деятельности;
ü фиксирования затруднения и постановки проблемы;
ü построения и реализации проекта выхода из затруднения;
ü самостоятельной работы с самопроверкой;
ü рефлексии деятельности на уроке.
При этом использование ТДМ на предыдущих этапах обучения и сформиро-

ванность основных видов учебной деятельности позволяет учащимся в 7–9 клас-
сах

на этапе мотивации осознать механизм самоопределения;
на этапах фиксирования затруднения, постановки проблемы, проектирова-

ния и реализации проекта — зафиксировать метод рефлексивной самоорганиза-
ции, дающий ключ к эффективному преодолению затруднений;

на этапе самостоятельной работы с самопроверкой по эталону — процедуру 
контроля;

на этапе рефлексии деятельности — процедуру самооценки;
на всех без исключения этапах  — нормы коммуникативного взаимодей-

ствия.
В процессе такой деятельности осваиваются приоритетные на данном воз-

растном этапе универсальные действия — социальные пробы, попытки строить 
общение в  различных коллективах с  учетом принятых в  них норм взаимоотно-
шений, рефлексия собственного поведения и адекватная самооценка своих дей-
ствий, поступков и возможностей.

Уроки всех остальных типов также строятся на основе метода рефлексивной 
самоорганизации и, соответственно, проектируются и проводятся аналогичным 
образом с учетом целей, которые на них ставятся.
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2. Уроки рефлексии

2.1. Урок рефлексии тренировочного типа (РТ)

Уроки рефлексии тренировочного типа ориентированы на формирование уме-
ния применять полученные знания в типовых и нестандартных условиях. Вместе 
с тем, на них продолжается работа по формированию умения выявлять и исправ-
лять свои ошибки, но эта деятельность не является приоритетной.

1-й этап. Мотивация к тренировочной деятельности (1–2 мин)
Основной целью данного этапа является включение учащихся в тренировочную 

деятельность на личностно значимом уровне.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии тренировочного типа необходимо:
1) Организовать определение типа урока.
2) Организовать актуализацию принятого в классе способа работы на уроках 

РТ-типа, («надо»).
3) Организовать фиксацию учащимися тематических рамок урока («могу»).
4) Создать условия для возникновения у  учеников внутренней потребности 

включения в тренировочную деятельность («хочу»).
Результатом данного этапа является положительная мотивация каждого уча-

щегося к тренировочной деятельности на уроке.
2-й этап. Актуализация знаний и выполнение тренировочных упражнений (7–10 мин)
Основной целью этапа является подготовка к  выполнению тренировочных 

упражнений.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии тренировочного типа необходимо:
1) Организовать актуализацию известных способов действий, достаточных 

для выполнения тренировочных заданий;
2) Зафиксировать актуализированные способы действий в речи;
4) Зафиксировать актуализированные способы действий в знаках (эталоны);
5) Организовать актуализацию мыслительных операций, достаточных для вы-

полнения тренировочных заданий: анализ, сравнение, обобщение;
6) Организовать обобщение актуализированных способов действий;
7) Организовать представление спектра заданий, требующих тренировки рас-

сматриваемых способов действий.
Данный этап является достаточно насыщенным по содержанию и по объему выпол-

нения работы. Для того чтобы данный этап прошел успешно, необходимо, чтобы домаш-
нее задание, предложенное учащимся накануне этого урока, содержало в себе все спосо-
бы действий, достаточные для построения на этом уроке нового алгоритма, правила и т. д.

На рассматриваемом этапе урока предпочтительной является групповая фор-
ма работы.

В ходе урока целесообразно использовать индивидуальные карточки рефлексии, ко-
торые учащиеся заполняют по ходу урока. Такая карточка может иметь следующий вид.

Фамилия Имя:__________________________________________

Домашняя работа 
(указать номера)

Тренировочные 
упражнения

(указать номера)

Самостоятельная 
работа 

(указать номера)
Выполнено без 

ошибок
Возникли затруд-

нения
Правила, над ко-
торыми надо по-

работать
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3-й этап. Построение плана деятельности (2–3 мин)
Основной целью этапа является построение учащимися плана деятельности. 

Для реализации этой цели необходимо:
1) организовать постановку учащимися цели деятельности;
2) организовать определение учащимися средств (алгоритмы, модели, спра-

вочники и т. д.) для выполнения тренировочных заданий;
3) организовать построение учащимися плана работы с тренировочными за-

даниями3.
План тренировочной работы может иметь следующий вид.

1. Выполнить свое тренировочное задание.

2. Сопоставить решение с подробным образцом.

3. Зафиксировать правильность выполнения заданий, если возникли 
затруднения, зафиксировать место и причину затруднения в своей карточке 
рефлексии.

4. На основе подробного образца исправить ошибки.

5. Выполнить следующее тренировочное задание.

На этом этапе предпочтительной является групповая форма работы.
4-й этап. Реализация плана деятельности (7–10 мин)
Основной целью этого этапа является выполнение учащимися отобранных тре-

нировочных заданий и коррекция полученных в ходе выполнения результатов.
Для реализации этой цели необходимо:
1) организовать реализацию построенного плана;
2) организовать фиксацию полученных результатов;
3) организовать анализ полученных результатов;
4) организовать коррекцию выявленных затруднений.
Каждый ученик выполняет задания самостоятельно, самостоятельно про-

водит самопроверку (подробные образцы находятся у учителя и он выдаёт их по 
просьбе. либо находятся на отдельном столе и учащиеся самостоятельно берут их 
оттуда). Ученики могут выполнить разное количество заданий. Каждый учащийся 
самостоятельно фиксирует свой результат в своей карточке.

5-й этап. Обобщение возникших затруднений во внешней речи (3–5 мин)
Основной целью этапа является проговаривания формулировок способов дей-

ствий, которые вызвали затруднение. Для этого необходимо:
1) организовать обсуждение типовых затруднений;
2) организовать проговаривание формулировок способов действий, которые 

вызвали затруднение.
Если у  многих учащихся остались затруднения при выполнении какого-то 

упражнения, то рекомендуется разобрать это задание на доске.
6-й этап. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону (5–10 мин)
Основной целью этапа является организация проведения учащимися самопро-

верки усвоения тренируемых способов действия. Для этого необходимо:
1) организовать самостоятельное выполнение учащимися типовых заданий на 

тренируемые способы действия;
2) организовать самостоятельное соотнесение работы с  эталоном для само-

проверки;

3 На первом уроке данного типа план составляется в подводящем диалоге. Со временем 
по мере необходимости данный план может уточняться.
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3) организовать по результатам выполнения самостоятельной работы состав-
ление текста рефлексии деятельности по применению нового способа действия.

4) организовать обсуждение и запись домашнего задания.
7-й этап. Повторение (5–7 мин)
Основной целью этапа является организация повторения ранее изученных тем.
8-й этап. Рефлексия деятельности на уроке (2–3 мин)
Основной целью этапа является организация проведения учащимися рефлек-

сии своей учебной деятельности на уроке и их самооценки. Для этого необходимо:
1) организовать фиксацию тренируемого материала на уроке;
2) организовать оценивание учащимися собственной деятельности на уроке;
3) организовать фиксацию неразрешённых затруднений на уроке как направ-

лений будущей учебной деятельности.
На этом этапе все звенья урока соединяются в единую систему, тренируется 

способность к рефлексии своей деятельности.
Таким образом, на уроках рефлексии тренировочного типа сохранены все 

ключевые требования со стороны метода рефлексивной самоорганизации и тео-
рии поэтапного формирования умственных действий (П. Я. Гальперин).

Второй тип уроков рефлексии — уроки коррекционного типа (РК) — решает 
те же задачи, что и тренировочные уроки, но акцент в них перенесен на формиро-
вание умения выявлять и исправлять свои ошибки.

Уроки рефлексии тренировочного типа рекомендуется проводить, когда 
необходимо сформировать умение применять полученные знания в ситуаци-
ях, более сложных, чем ситуации, разобранные на предыдущих уроках ОНЗ. 
Например, когда требуется комбинация известных способов действий, либо 
уточнение способа для нестандартных условий его применения. Так, если пре-
дыдущий урок ОНЗ был посвящен теореме Виета и обратной ей теореме, то на 
уроке рефлексии тренировочного типа целесообразно предложить учащимся 
более сложные задания по этой теме, но таких типов, которые еще не разбира-
лись на уроке ОНЗ.

Например, в качестве системы тренировочных заданий могут выступать сле-
дующие задачи, требующие применения теореме Виета и обратной ей.

• Составьте квадратное уравнение с целыми коэффициентами, если извест-
но, что один из его корней равен 2 3+ .

• Пусть x1, x2 корни уравнения 2x2 – 4x + 1 = 0. Найдите значение выражения 
x x x x1 2

3
1
3

2+ .
На 2-м этапе уроков РТ рекомендуется работать с заданиями на уровне поиска 

идеи решения, а на 3-м — строить план выполнения задания. К непосредственно-
му выполнению этих заданий учащиеся приступают только на этапе реализации 
проекта и самостоятельной работы.

Так, при определении способа решения первого тренировочного задания уча-
щиеся могут перечислить следующие шаги плана решения.

1. Вспомнить формулировку теоремы, обратной теореме Виета.
2. Подобрать второй корень, чтобы коэффициенты приведенного квадратного 

корня уравнения были целыми.
3. Найти сумму и произведение данного и сопряженного с ним корня.
4. Воспользовавшись теоремой, обратной теореме Виета, составить приведен-

ное квадратное уравнение с полученными коэффициентами.

2.2. Урок рефлексии коррекционного типа (РК)
Уроки рефлексии коррекционного типа ориентированы на формирование уме-

ния выявлять и исправлять свои ошибки. Одновременно с этим, на них продол-
жается работа по формированию умения применять полученные знания в типо-
вых и нестандартных условиях, но эта работа перестает быть ведущей.
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1-й этап. Мотивация к коррекционной деятельности (1–2 мин)
Основной целью данного этапа является включение учащихся в  коррекцион-

ную деятельность на личностно значимом уровне.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-

димо:
1) организовать определение типа урока;
2) организовать актуализацию принятого в классе способа работы на уроках 

РК-типа, («надо»);
3) организовать фиксацию учащимися тематических рамок урока («могу»);
4) создать условия для возникновения у  учеников внутренней потребности 

включения в коррекционную деятельность («хочу»).
Результатом данного этапа является положительная мотивация каждого уча-

щегося к коррекционной деятельности на уроке.
2-й этап. Актуализация знаний и  фиксация затруднения в  индивидуальной дея-

тельности (10–12 мин)
Основной целью данного этапа является подготовка мышления учащихся 

и  осознание потребности в  выявлении причин затруднений в  процессе их дея-
тельности.

Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-
димо:

1) организовать самостоятельное воспроизведение учащимися изученных 
способов действий (понятий, алгоритмов, свойств и т. д.), выбранных для коррек-
ционной деятельности, и примеров их применения;

2) организовать актуализацию мыслительных операций, достаточных для вы-
полнения самостоятельной работы;

3) организовать выполнение самостоятельной работы № 1 с фиксацией уча-
щимися в каждом задании используемого эталона (А1, А2, П1 и т. д.);

4) организовать самопроверку учащимися своих работ по образцу и фиксацию 
полученных результатов (без исправления ошибок);

5) организовать фиксацию собственных ошибок.
На уроках в 7–9 классах, в отличие от предыдущих ступеней обучения, учащи-

еся сами воспроизводят и фиксируют способы действий, с которыми они будут 
работать на данном уроке. Домашнее задание целесообразно составить так, чтобы 
из выполненных учащимися заданий можно было составить примеры на эти спо-
собы действий.

На данном этапе могут сочетаться фронтальная, групповая и индивидуальная 
формы работы.

В самостоятельной работе на 5–6 минут предлагаются задания на использо-
вание выделенных способов действий. Во время выполнения самостоятельной 
работы учитель закрывает доску, на которой зафиксированы повторенные алго-
ритмы и определения понятий.

При самопроверке учащимися своей работы на данном этапе не предполага-
ется выяснение причин ошибок и  их исправление. Учащиеся лишь фиксируют 
правильность выполнения заданий по готовому образцу.

Отметим, что способности к  грамотному самоконтролю и  рефлексивному 
анализу учебной деятельности формируются у учащихся при работе по программе 
«Учусь учиться» в начальной школе и в 5–6 классах основной школы. К 7 клас-
су учащиеся хорошо знакомы с механизмом самопроверки по образцу и эталону, 
со структурой рефлексивного анализа, поэтому в 7–9 классах они способны уже 
сами фиксировать все шаги этих действий, а учитель имеет возможность лишь от-
слеживать и корректировать этот процесс.

Таким образом, данный этап завершается фиксацией затруднений, возник-
ших при решении самостоятельной работы.
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3-й этап. Локализация индивидуальных затруднений (2–3 мин)
Основной целью данного этапа является определение места и причины своих 

ошибок на основе пошагового сопоставления работ с эталоном для самопроверки.
При проверке работы используется принятый в классе алгоритм исправления 

ошибок. Эти алгоритмы конструировали сами учащиеся, начиная с первых клас-
сов начальной школы, постепенно уточняя их и усложняя.

Соотнесение своего решения с  эталоном позволяет «проговорить» каждый 
шаг решения, уточнить используемые способы действий, обосновать правиль-
ность своего решения или выявить место и  причину ошибки, что способствует 
развитию логического мышления и речи.

После проверки своих работ по эталону, учащиеся, успешно справившиеся 
с самостоятельной работой, могут приступить к выполнению заданий творче-
ского уровня или выступать в  качестве консультантов. Таким образом, у  каж-
дого ученика есть возможность работать по своей собственной образовательной 
траектории, что принципиально важно на этапе обучения в 7–9 классах основ-
ной школы.

4-й этап. Постановка цели коррекционной деятельности (1 мин)
Основной целью данного этапа является постановка учащимися индивидуаль-

ных целей коррекционной деятельности.
Поскольку способ и  план работы над ошибками уже построен и  отработан 

в  алгоритме исправления ошибок на протяжении нескольких лет обучения, то 
этап проектирования на уроках рефлексии коррекционного типа сворачивается 
до постановки цели.

5-й этап. Коррекция выявленных затруднений (4–5 мин)
Основной целью данного этапа является исправление ошибок с помощью ал-

горитма, принятого в классе, и с использованием эталонов выделенных способов 
действий.

Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-
димо

для учащихся, допустивших ошибки:
1) организовать исправление ошибок с помощью с помощью алгоритма, при-

нятого в классе, и с использованием эталонов выделенных способов действий;
2) организовать самопроверку выполненных заданий;
для учащихся, не допустивших ошибки:
1) организовать выполнение заданий более высокого уровня сложности по 

изучаемой теме или заданий творческого уровня (требующих построения новых 
методов решения), которые они выполняют вплоть до этапа повторения.

В результате прохождения данного этапа учащиеся должны исправить все свои 
ошибки и уточнить для себя способы действий, в которых возникли затруднения.

6-й этап. Обобщение возникших затруднений во внешней речи (3–4 мин)
Основной целью этапа является проведение способов действий, в которых воз-

никли затруднения, через внешнюю речь.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-

димо:
1) организовать обсуждение типовых затруднений в группах;
2) организовать проговаривание формулировок способов действий, которые 

вызвали затруднение.
Коммуникативное взаимодействие в группах можно организовать по следую-

щему плану:
• перечислить типы примеров, в которых ученики группы допустили ошибки;
• перечислить алгоритмы, нарушенные в примере каждого типа;
• проговорить формулировки способов действий, которые вызвали затрудне-

ния.
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7-й этап. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону (7–15 мин)
Основной целью этапа является самопроверка своего умения применять из-

ученные способы действий.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-

димо:
1) организовать самостоятельное выполнение учащимися заданий на изучен-

ные способы действий;
2) организовать самопроверку учащимися своих заданий с помощью эталона 

для самопроверки;
3) организовать индивидуальную рефлексию учащимися достижения цели 

своей учебной деятельности на уроке;
4) создать ситуацию успеха для каждого ученика.
8-й этап. Решение задач и повторение (5–15 мин)
Основной целью этапа является: включение изученных способов действий в си-

стему знаний; решение задач на повторение.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-

димо:
1) организовать решение учащимися зданий, в которых новые способы дей-

ствия связываются с материалом, изученным ранее;
2) организовать решение учащимися зданий, требующих системной трени-

ровки, и заданий на подготовку к изучению следующих тем.
9-й этап. Рефлексия коррекционной учебной деятельности на уроке (2–3 мин)
Основной целью этапа является проведение учащимися рефлексии учебной де-

ятельности на уроке, обсуждение и запись домашнего задания.
Для реализации этой цели на уроке рефлексии коррекционного типа необхо-

димо:
1) организовать фиксацию степени соответствия поставленной цели и резуль-

татов учебной деятельности;
2) организовать фиксацию причин (алгоритмов, правил, понятий и т. д.) за-

труднений, возникших на уроке;
3) организовать фиксацию способа исправления ошибок (алгоритма исправ-

ления ошибок);
4) организовать самооценку учениками работы на уроке  — класса, группы, 

своей собственной работы;
5) организовать фиксацию неразрешенных на уроке затруднений как направ-

лений будущей учебной деятельности;
6) организовать обсуждение и запись домашнего задания.
На данном этапе все звенья урока соединяются в единую систему, тренируется 

способность к рефлексии собственной деятельности и самооценке.
Таким образом, на уроках рефлексии коррекционного типа также сохране-

ны все ключевые требования со стороны метода рефлексивной самоорганизации 
и теории поэтапного формирования умственных действий (П. Я. Гальперин).

Уроки рефлексии коррекционного типа рекомендуется проводить, когда необхо-
димо закрепить умение применять полученные знания в типовых ситуациях и пре-
доставить возможность по формированию умения применять их в нестандартных 
ситуациях (в зависимости от уровня подготовленности учащихся). Поэтому на уро-
ке рефлексии коррекционного типа целесообразно предлагать учащимся самосто-
ятельную работу с обязательной частью (где содержатся типовые задания, которые 
уже разбирались), и дополнительной частью (с более сложными заданиями).

Учащиеся, допустившие ошибки в обязательной части, работают над ошибка-
ми и отрабатывают минимум — содержание, определенное стандартом, необхо-
димое для усвоения. Остальные возвращаются к работе с дополнительной частью 
самостоятельной работы, после чего переходят к заданиям творческого уровня.
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При этом у  учащихся, не допустивших ошибок в  обязательной части само-
стоятельной работы, формируется умение применять полученные знания в ситу-
ациях, более сложных, чем в разобранных на предыдущих уроках ОНЗ ситуациях 
(они работают с более сложными заданиями). Такая организация работы на уроке 
соответствует принципу минимакса, заложенному в дидактической системе дея-
тельностного метода Л. Г. Петерсон.

Так, самостоятельная работа по теме: «Терема Виета и обратная к ней теоре-
ма» может иметь следующее содержание.

Обязательная часть:
№ 1. Решите уравнение х 2 + 2х — 15 = 0, используя теорему, обратную теоре-

ме Виета.
№ 2. Один из корней квадратного уравнения х 2 + 13х + с = 0 равен 5. Найдите 

свободный член с этого уравнения.
Дополнительная часть:
№ 3. Пусть x1, x2 корни уравнения 5 5 1 02x x− − = . Найдите значение выраже-

ния x x1
2

2
2+ .

№ 4. Уравнение x2 + 9x – 1 = 0 имеет корни x1 и x2. Составьте уравнение, кор-
нями которого являются числа 5x1 + 4 и 5x2 + 4.

3. Урок обучающего и развивающего контроля (ОРК)

Следующий тип уроков — уроки обучающего и развивающего контроля (ОРК). 
Они проводятся в соответствии с технологией деятельностного метода и предпо-
лагают два этапа, которые проводятся на двух уроках. На первом из них учащиеся 
выполняют контрольную работу и проводят самоконтроль выполненных заданий, 
а  на втором  — корректируют свои ошибки. Таким образом, в  ходе этих уроков 
учащиеся осваивают функцию контроля результатов своей учебной деятельности 
и коррекции выявленных затруднений.

I урок

1-й этап. Мотивация к контролирующей деятельности (1–2 мин)
Основной целью данного этапа является включение учащихся в  деятельность 

контроля на личностно значимом уровне.
Для реализации этой цели на уроке ОРК необходимо:
1) организовать определение типа урока;
2) организовать актуализацию способа работы на уроках ОРК, установить 

форму и процедуру контроля, предъявить критерий выставления оценки («надо»);
3) организовать фиксацию учащимися тематических рамок контроля («могу»);
4) создать условия для возникновения у  учеников внутренней потребности 

включения в коррекционную деятельность («хочу»).
Результатом данного этапа является положительная мотивация каждого уча-

щегося к деятельности контроля на уроке.
2-й этап. Актуализации знаний и фиксации затруднения в деятельности (39–43 мин)
Основной целью этапа является подготовка мышления учащихся к рефлексии 

своей деятельности. Для этого необходимо:
1) организовать перечисление учащимися контролируемых способов дей-

ствий (норм);
2) организовать активизацию мыслительных операций, необходимых для вы-

полнения контрольной работы, внимание и т. д.;
3) организовать индивидуальную деятельность учащихся (провести контроль-

ную работу);
4) организовать сопоставление учащимися своих работ по готовому образцу 

с фиксацией результатов (без исправления ошибок);
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5) предоставить возможность учащимся провести самооценку своих работ по 
заранее обоснованному критерию.

Отличительной особенностью данного этапа от аналогичного этапа в  5–6 
классах является то, что контролируемые способы действий перечисляются са-
мими учащимися без проговаривания их формулировок и  знаковых фиксаций. 
Для проведения данного этапа учителю необходимо подготовить образец для 
самопроверки и критерий выставления отметки. Объем и уровень контрольной 
работы в  соответствии с  принципом минимакса определяется государственным 
стандартом. Данный этап завершается фиксацией своих ошибок, выставлением 
самооценки и сдачей контрольной работы учителю.

II урок
Данный урок соответствует анализу контрольной работы в традиционной 

школе и проводится после проверки контрольной работы учителем.
3-й этап. Локализация индивидуальных затруднений (3–4 мин)
Основной целью этапа является проведение учащимися рефлексивного анализа 

своей контрольной работы. Для реализации этой цели необходимо:
1) организовать постановку учащимися цели своей деятельности;
2) мотивировать учащихся к сопоставлению своих работ по эталону для само-

проверки;
3) организовать сопоставление работ по эталону для самопроверки с целью:
а) организации выявления учащимися места затруднения;
б) организации выявления учащимися причины затруднения;
в) организации фиксации отсутствия затруднений в ходе решения и его обо-

снования.
Учащиеся на этом этапе сравнивают свое решение с  эталоном. Сравнение 

с эталоном необходимо для соотнесения своего решения с используемыми спо-
собами действий. Как отмечалось выше, это способствует формированию речи, 
логического мышления, умению критериально обосновывать свою точку зрения.

Данный этап проводится аналогично соответствующему этапу урока рефлек-
сии. Отличительной особенностью данного этапа является то, что на этом этапе 
анализируется правильность самопроверки своей работы. Таким образом, на 
данном этапе тренируется способность к грамотному контролю и самоконтролю.

4-й этап. Постановка цели коррекционной деятельности (1 мин)
Основной целью данного этапа является постановка учащимися индивидуаль-

ных целей коррекционной деятельности.
Поскольку способ и  план работы над ошибками уже построен и  отработан 

в  алгоритме исправления ошибок на протяжении нескольких лет обучения, то 
этап проектирования сворачивается до постановки цели.

5-й этап. Коррекция выявленных затруднений (4–5 мин)
Основной целью данного этапа является исправление ошибок с помощью ал-

горитма, принятого в классе, и с использованием эталонов выделенных способов 
действий.

Для реализации этой цели на уроке необходимо
для учащихся, допустивших ошибки:
1) организовать исправление ошибок с помощью с помощью алгоритма, при-

нятого в классе, и с использованием эталонов выделенных способов действий;
2) организовать самопроверку выполненных заданий;
для учащихся, не допустивших ошибки:
1) организовать выполнение заданий более высокого уровня сложности по 

изучаемой теме или заданий творческого уровня (требующих построения новых 
методов решения).

Данный этап проводится аналогично соответствующему этапу урока рефлек-
сии. Учащиеся, не допустившие ошибок, продолжают выполнять задания творче-
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ского уровня или участвуют в коммуникации в позициях организатора, понимаю-
щего или критика. На данном этапе предпочтительной является групповая форма 
работы.

6-й этап. Обобщение затруднений во внешней речи (3–4 мин)
Основной целью этапа является усвоение способов действий, вызвавших за-

труднение.
Для реализации этой цели необходимо:
1) организовать обсуждение типовых затруднений;
2) организовать перечисление способов действий, которые вызвали затрудне-

ния.
На данном этапе целесообразно организовать коммуникативное взаимодей-

ствие с опорой на вербальную и знаковую фиксацию. Отметим, что если позволя-
ет время, целесообразно проговорить формулировки способов действий, которые 
вызвали затруднения.

7-й этап. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону (10–15 мин)
Основной целью этапа является интериоризация способов действий, вызвав-

ших затруднения, индивидуальная рефлексия достижения цели, создание ситуа-
ции успеха.

Для реализации этой цели необходимо, чтобы учащиеся, допустившие ошиб-
ки в контрольной работе:

1) выполнили самостоятельную работу, аналогичную контролируемой работе, 
выбирая только те задания, в которых допущены ошибки;

2) провели самопроверку своих работ по готовому эталону и зафиксировали 
знаково результаты.

Учащиеся, не допустившие ошибки в контрольной работе, выполняют само-
проверку заданий творческого уровня по предложенному образцу или эталону 
для самопроверки.

Работа имеет узкую типовую направленность и предполагает решений зада-
ний, аналогичных заданиям, предлагаемым в контрольной работе. Каждый уча-
щийся, допустивший ошибку при выполнении контрольной работы, на данном 
этапе должен иметь возможность проверить насколько он разобрался в причине 
этой ошибки и свою способность решать задания такого типа, насколько он до-
стиг поставленной перед собой на уроке цели. Отметим, что на данном этапе, так-
же обращается внимание на процедуру грамотного контроля.

8-й этап. Включение в систему знаний и повторение (5–10 мин)
Основной целью этапа является включение используемых способов действий 

в систему знаний, повторение и закрепление ранее изученного.
При положительном результате предыдущего этапа для реализации этой цели 

необходимо:
1) организовать выполнение заданий, в которых рассматриваются способы 

действий, связанные с ранее изученными и между собой;
2) организовать выполнение заданий на подготовку к изучению следующих 

тем.
При отрицательном результате предыдущего этапа необходимо повторить 

предыдущий этап, выполнив аналогичные задания.
9-й этап. Рефлексия деятельности на уроке каждого учащегося и класса в целом
Основной целью этапа является проведение учащимися рефлексивного ана-

лиза своей деятельности, деятельности своей группы и осознание механизма дея-
тельности по контролю.

Для реализации этой цели необходимо:
1) организовать проговаривание механизма деятельности по контролю;
2) организовать рефлексию деятельности на уроке каждого учащегося и клас-

са в целом;
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3) зафиксировать степень соответствия поставленной цели и результатов де-
ятельности;

4) организовать проведение самооценки учениками деятельности на уроке;
5) организовать анализ, в ходе которого учащиеся определяют, где и почему 

были допущены ошибки, способы их исправления;
6) организовать перечисление способов действий, вызвавших затруднение;
7) организовать работу учащихся по определению заданий для самоподготов-

ки (домашнее задание с элементами выбора, творчества);
8) организовать работу учащихся по определению целей последующей дея-

тельности.
Данный этап можно организовать как в форме коммуникативного взаимо-

действия, так и организовать самостоятельную деятельность учащихся.

Информационно-образовательная среда, реализующая 
системно-деятельностный подход

Важным ресурсом достижения учащимися результатов образования в  курсе 
алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов является создание информационно-об-
разовательной среды, адекватной деятельностному методу организации образова-
тельного процесса.

Исходя из условий воспроизводимости базового процесса в системе деятель-
ности «учитель — ученик», реализация технологии деятельностного метода обуче-
ния в практическом преподавании обеспечивается следующей системой дидакти-
ческих принципов.

1) Принцип деятельности — заключается в том, что ученик, получая знания 
не в  готовом виде, а  добывая их сам, осознает при этом содержание и  формы 
своей учебной деятельности, понимает и  принимает систему ее норм, актив-
но участвует в их совершенствовании, что способствует активному успешному 
формированию его общекультурных и  деятельностных способностей, обще-
учебных умений.

2) Принцип непрерывности — означает преемственность между всеми ступеня-
ми и этапами обучения на уровне технологии, содержания и методик с учетом воз-
растных психологических особенностей развития детей.

3) Принцип целостности — предполагает формирование у учащихся обобщен-
ного системного представления о мире (природе, обществе, самом себе, социо-
культурном мире и  мире деятельности, о  роли и  месте каждой науки в  системе 
наук, а также роли ИКТ).

4) Принцип минимакса — заключается в следующем: школа предоставляет каж-
дому ученику возможность освоения содержания образования на «максимальном» 
уровне (определяемом зоной ближайшего развития возрастной группы) и обеспе-
чивает условия для его усвоения на уровне социально безопасного «минимума» 
(федерального государственного образовательного стандарта).

5) Принцип психологической комфортности — предполагает снятие всех стрес-
сообразующих факторов учебного процесса, создание в школе и на уроках добро-
желательной атмосферы, ориентированной на реализацию идей педагогики со-
трудничества, развитие диалоговых форм общения.

6) Принцип вариативности — предполагает формирование у учащихся способ-
ностей к систематическому перебору вариантов и адекватному принятию реше-
ний в ситуациях выбора.

7) Принцип творчества — означает максимальную ориентацию на творческое 
начало в образовательном процессе, создание условий для приобретения учащим-
ся собственного опыта творческой деятельности.

Федеральный государственный образовательный стандарт общего образова-
ния ориентирует на системное использование средств ИКТ для решения коммуни-
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кативных и познавательных задач как необходимое условие подготовки школьни-
ков к жизни в современном информационном обществе.

Реализация в образовательном процессе по математике дидактической систе-
мы деятельностного метода обучения способствует созданию в школе главного ре-
сурса перехода к широкому внедрению ИКТ — формированию у всех участников 
образовательного процесса (как учащихся, так и учителей) личностных качеств, 
стиля мышления и поведения, адекватных требованиям жизни в информацион-
ном обществе (развитие логического мышления, способности к структурирова-
нию знаний, их организации и  представлению в  знаково-символическом виде, 
освоение метода моделирования, формирование умения понимать и четко следо-
вать предписаниям, готовности к самоизменению и саморазвитию и др.).

Кроме того, средства обучения и методического обеспечения в курсе матема-
тики «Учусь учиться» побуждают школьников и учителей овладевать компьютер-
ными технологиями, поскольку их использование реально помогает сократить 
время на подготовку уроков, диагностику результатов обучения, а главное — мно-
гократно улучшает качество образовательного процесса и  его результативность 
(электронные тренинги для учащихся, электронные сценарии уроков с использо-
ванием цифровых средств обучения, электронные средства диагностики резуль-
татов обучения и др.)

Итак, система дидактических принципов деятельностного метода обучения, 
построенная на основе методологической версии системно-деятельностного под-
хода, позволяет создать при работе по курсу алгебры «Учусь учиться» для 7–9 
классов информационно-образовательную среду, адекватную реализации едино-
го учебно-воспитательного и  здоровьесберегающего процесса деятельностного 
типа.

Достижение результатов освоения 
основной образовательной программы ФГОС

Достижение предметных результатов ООП в курсе «Учусь учиться»

Учебное содержание по всем выделенным содержательно-методическим ли-
ниям полностью обеспечивает выполнение требований к предметным результа-
там ФГОС основного общего образования разделов «Математика. Алгебра» пред-
метной области «Математика и информатика», а именно:

1) линия моделирования направлена на формирование следующих предметных 
результатов: формирование представлений о математике как о методе познания 
действительности, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и яв-
ления; развитие умений применять изученные понятия, результаты, методы для 
решения задач практического характера и задач из смежных дисциплин с исполь-
зованием при необходимости справочных материалов, компьютера, пользоваться 
оценкой и прикидкой при практических расчётах;

2) логическая линия направлена на формирование следующих предметных ре-
зультатов: развитие умений работать с учебным математическим текстом, точно 
и грамотно выражать свои мысли с применением математической терминологии 
и  символики, проводить логические обоснования, доказательства математиче-
ских утверждений;

3) числовая линия направлена на формирование следующих предметных ре-
зультатов: развитие представлений о числе и числовых системах от натуральных 
до действительных чисел; овладение навыками устных, письменных, инструмен-
тальных вычислений;

4) алгебраическая линия направлена на формирование следующих предмет-
ных результатов: овладение символьным языком алгебры, приёмами выполнения 
тождественных преобразований выражений, решения уравнений, систем уравне-
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ний, неравенств и систем неравенств; умения моделировать реальные ситуации 
на языке алгебры, исследовать построенные модели с использованием аппарата 
алгебры, интерпретировать полученный результат;

5) функциональная линия направлена на формирование следующих предмет-
ных результатов: овладение системой функциональных понятий, развитие уме-
ния использовать функционально-графические представления для решения раз-
личных математических задач, для описания и анализа реальных зависимостей;

6) линия анализа данных направлена на формирование следующих предметных 
результатов: овладение простейшими способами представления и анализа стати-
стических данных; формирование представлений о статистических закономерно-
стях в реальном мире и о различных способах их изучения, о простейших вероят-
ностных моделях; развитие умений извлекать информацию, представленную в та-
блицах, на диаграммах, графиках, описывать и анализировать массивы числовых 
данных с помощью подходящих статистических характеристик, использовать по-
нимание вероятностных свойств окружающих явлений при принятии решений.

Достижение личностных результатов ООП в курсе «Учусь учиться»
Федеральный государственный образовательный стандарт основного общего 

образования устанавливает следующие требования к личностным результатам об-
разования.

1. Воспитание российской гражданской идентичности: патриотизма, основ куль-
турного наследия народов России и человечества, усвоение гуманистических и демо-
кратических ценностных ориентаций, воспитание чувства ответственности.

С этой целью тексты заданий в учебниках погружают ученика в мир россий-
ской действительности (имена персонажей текстовых задач, описанные в них си-
туации и т. д.), несут в себе гуманистический потенциал созидания и добра.

Разнообразные задания вычислительного и исследовательского характера мо-
гут стать поводом для разворачивания внеурочной проектной работы учащихся, 
направленной на их более глубокое знакомство с основами культурного наследия 
народов России и человечества.

Для реализации данных проектов можно организовать самостоятельную рабо-
ту учащихся с информацией: они могут пользоваться справочной и художествен-
ной литературой, энциклопедиями, электронными образовательными ресурсами. 
Таким образом, у учащихся развивается интерес к истории познания, достижени-
ями российской математической школы, воспитывается чувство гордости за свою 
страну.

Использование технологии и  системы дидактических принципов деятель-
ностного метода обучения в  ходе образовательного процесса по курсу алгебры 
«Учусь учиться» для 7–9 классов формируют у  учащихся демократические цен-
ностные ориентации и адекватные им личностные качества: понимание возмож-
ности разных точек зрения, способность к  их согласованию на основе вырабо-
танных критериев, умение точно выражать свои мысли, аргументировать свою 
позицию, следовать согласованным правилам и др.

2. Формирование ответственного отношения к  учению, готовности и  способ-
ности обучающихся к саморазвитию и самообразованию на основе мотивации к об-
учению и  познанию, осознанному выбору и  построению дальнейшей индивидуальной 
траектории образования на базе ориентировки в мире профессий и профессиональных 
предпочтений, с учётом устойчивых познавательных интересов, а также на основе 
формирования уважительного отношения к труду, развития опыта участия в  со-
циально значимом труде.

Для развития у  учащихся ответственного отношения к  учению, готовности 
и способности к саморазвитию и самообразованию на основе мотивации к обу-
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чению и познанию в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов используется 
методологически обоснованный механизм «надо» — «хочу» — «могу».

Прежде всего, применение технологии деятельностного метода обучения по-
следовательно и поэтапно формирует у ученика понимание нормы учения (то есть 
того, «что мне надо делать» как ученику). С этой целью в курсе математики «Учусь 
учиться» используется норма учебной деятельности, построенная в общей теории 
деятельности (Г. П. Щедровицкий, О. С. Анисимов и др.) и адаптированная к об-
разовательному процессу для учащихся 5–9 классов.

Одновременно для формирования у  учащихся внутренней потребности 
включения в учебную деятельность («я это хочу») в классе создается психологи-
чески комфортная образовательная среда, где ученик не боится высказать свое 
мнение, где его трудолюбие, старание, ответственное отношение к делу встре-
чает доброжелательную поддержку, где он приобретает позитивный опыт пере-
живания ситуации успеха, а  с  другой стороны  — обеспечивается возможность 
его развития в собственном темпе на уровне своего возможного максимума («я 
это могу»).

Технологически это обеспечивается реализацией в учебном процессе по ма-
тематике деятельностного метода обучения и  соответствующей системы дидак-
тических принципов (принципов психологической комфортности, минимакса, 
вариативности, деятельности, непрерывности).

Кроме того, созданию психологически комфортной образовательной среды 
способствует содержание заданий, которое подобрано так, чтобы поддерживать 
у  учащихся интерес к  занятиям математикой и  желание включаться в  учебный 
процесс по математике в зоне своего ближайшего развития.

С этой целью используются следующие педагогические приемы.
1) Включение в учебное содержание заданий, выполнение которых вызывает 

у учащихся интерес и дает положительный эмоциональный заряд.
В 7–9 классах это задания на поиск закономерностей, решение заниматель-

ных задач и т. д.
2) Многофункциональная целевая направленность заданий, позволяющая 

в одном задании тренировать достаточно большую группу способностей, что сни-
жает нагрузку на детей и существенно экономит учебное время.

3) Включение в курс разноуровневых заданий, позволяющих создавать ситуа-
цию успеха для учащихся разного уровня подготовки.

Использование перечисленных приемов способствует развитию у  учащихся 
мотивов учебной деятельности и  формированию личностного смысла учения. 
По мере освоения нормы учебной деятельности, понимания и принятия на лич-
ностно значимом уровне социальной роли «ученика» внешние мотивы сменяются 
внутренними и тем самым создаются условия для формирования у них устойчи-
вой учебно-познавательной мотивации и готовности к саморазвитию.

Для формирования у учащихся готовности и способности к построению даль-
нейшей индивидуальной траектории образования в  курсе предлагается значи-
тельное число разноуровневых заданий от обязательного для всех минимума до 
уровня Всероссийских олимпиад школьников. Таким образом, создаются усло-
вия для адекватного определения учащимися уровня своей математической под-
готовки, своих интересов и  возможностей, что поможет им осознанно выбрать 
собственные профессиональные предпочтения.

3. Формирование целостного мировоззрения, соответствующего современному 
уровню развития науки и общественной практики, учитывающего социальное, куль-
турное, языковое, духовное многообразие современного мира.

Механизмом формирования целостного представления о  мире (природе  — 
обществе — самом себе) в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов является 
дидактический принцип целостности, в  соответствии с  которым в  данном кур-
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се раскрывается происхождение математических понятий, их связь с реальными 
проблемами окружающего мира, место и роль математики в системе знаний.

Этому способствует, прежде всего, включение учащихся на всех уроках в са-
мостоятельную учебную деятельность по конструированию новых понятий и спо-
собов действия, что позволяет каждому ученику в  собственном опыте пройти 
путь рождения математических знаний, осознать их необходимость и значимость, 
связь с жизнью, практикой, другими областями познания.

Для реализации этой цели, с одной стороны, учебное содержание по всем те-
мам курса адаптировано для системной реализации деятельностного метода об-
учения, а  с  другой,— в  учебное содержание регулярно включаются задачи при-
кладной направленности, как задачи с  житейскими ситуациями, так и  задачи, 
возникающие в других областях знания, например, в биологии, географии, фи-
зике, лингвистике.

Подобные задания могут стать началом организации внеурочной проектной 
работы учащихся (как индивидуальной, так и групповой) с использованием спра-
вочной литературы и электронных образовательных ресурсов.

4. Формирование осознанного, уважительного и доброжелательного отношения 
к иному мнению, готовности и способности вести диалог с другими людьми и дости-
гать в нём взаимопонимания.

Формирование у  учащихся осознанного уважительного и  доброжелательно-
го отношения к иному мнению в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов 
технологически обеспечивается системным использованием деятельностного ме-
тода обучения. Так, при изучении любой темы курса на этапе пробного учебного 
действия (2 этап уроков в ТДМ) учащиеся высказывают свои версии ответов, на 
этапе проектирования нового способа действия и реализации проекта (4–5 этапы 
уроков в ТДМ) — предлагают свои способы решения возникшей проблемы, вы-
двигают свои гипотезы. При этом они не знают заранее, кто из них прав, поэтому 
у них вырабатывается навык осознанного уважительного и доброжелательного от-
ношения к каждой версии, как возможному верному варианту.

Опыт получения согласованного варианта на каждом уроке воспитывает 
у учащихся готовность и способность вести диалог с другими людьми и достигать 
в нем взаимопонимания.

5. Освоение социальных норм, правил поведения, ролей и форм социальной жизни 
в группах и сообществах.

В курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов формируется система норм 
выполнения учебных действий по математике, которые зафиксированы в форме 
эталонов к каждому уроку.

Эталоны строят сами учащиеся в ходе собственной учебной деятельности, что 
развивает у них опыт участия в социально значимом труде и вырабатывает уважи-
тельное отношение к труду.

С другой стороны, эталоны представляют собой общую согласованную пози-
цию учащихся о правилах, нормах выполнения математических преобразований, 
поэтому их можно рассматривать как систему построенных самими учащимися 
критериев, своеобразный «свод математических законов», которыми они пользу-
ются для обоснования правильности своей позиции, выявления причин отклоне-
ния своих действий от установленных ими же самими норм, а также для коррек-
ции, контроля и оценки выполненных учебных действий по математике.

Структурированность математического знания помогает сформировать у уча-
щихся при системном использовании деятельностного метода обучения опыт 
правового, ответственного поведения, подчинения своих действий общеприня-
тым нормам.

Поскольку изучение математических структур ведет к  образованию адек-
ватных им умственных структур, составляющих основу и механизмы мышления 
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и поведения человека вообще (Ж. Пиаже), то овладение инструментарием крите-
риальной оценки выполняемых учебных действий по математике позволяет уча-
щемуся на каждом уроке, при самоконтроле и рефлексии собственных учебных 
действий на основе эталонов, вырабатывать ответственное отношение к выполне-
нию и самооценке не только математических действий, но и любых действий на 
основе нравственных и социальных норм, правил поведения, ролей и форм соци-
альной жизни в группах и сообществах как в жизненной практике, так и в любой 
трудовой деятельности.

6. Развитие морального сознания и компетентности в решении моральных про-
блем на основе личностного выбора, формирование нравственных чувств и  нрав-
ственного поведения, осознанного и ответственного отношения к собственным по-
ступкам.

Особенностью решения данных задач в  курсе алгебры «Учусь учиться» для 
7–9 классов является то, что систематическое включение учащихся в учебную де-
ятельность на основе деятельностного метода обучения придает этому процессу 
более глубокий и личностный характер.

Проблемные ситуации нравственно-этического характера, которые неиз-
бежно возникают у  учащихся в  совместной учебной деятельности по созданию 
системы математических знаний, являются своеобразными моделями реальных 
жизненных проблем, связанных с нормами поведения и нравственности, отно-
шений друг с другом. Таким образом, учитель получает возможность в связи с по-
ставленными в их совместной деятельности, а потому актуальными и личностно 
значимыми для них ситуациями организовать на уроке или во внеурочной дея-
тельности во второй половине дня осознание и принятие как личной ценности 
категорий порядочности и правдивости, терпимости и великодушия, вежливости 
и уважения, помочь им выработать доброжелательность и отзывчивость, культур-
ные способы общения и нравственного поведения.

7. Формирование коммуникативной компетентности в общении и сотрудниче-
стве со сверстниками и  взрослыми в  процессе образовательной, учебно-исследова-
тельской, творческой и других видов деятельности.

С этой целью в данном курсе предусмотрена работа в парах, группах, совмест-
ная исследовательская и проектная работа (в том числе, и во внеурочной деятель-
ности), которая строится на основе норм коммуникативного взаимодействия 
и предполагает, в частности, освоение каждым учеником коммуникативных по-
зиций «автора», «понимающего», «критика», «арбитра».

Реализация деятельностного метода обучения позволяет сформировать у уча-
щихся не только первичный опыт выхода из спорных ситуаций, но и знание обще-
го способа действий в ситуации конфликта, а также опыт успешного и осознанно-
го применения этого способа, в результате которого требуемые умения вырабаты-
ваются системно и надежно.

Так, на уроках открытия нового знания учащиеся в ходе построения нового 
способа действий по математике всегда сталкиваются с ситуацией разных мне-
ний. При этом они усваивают, что самый короткий путь согласования позиций 
заключается в том, чтобы понять причину разногласия, а затем найти и реализо-
вать способ устранения этой причины на основе согласованных способов дей-
ствий.

Этот путь они проходят сначала под руководством учителя, не осознавая его, 
затем обобщают свой опыт, и после этого сознательно применяют правила, вы-
работанные в своей учебной деятельности. В процессе работы в парах и группах 
они тренируются в самостоятельном применении усвоенных правил разрешения 
конфликтных ситуаций.

Учебное содержание по алгебре, сформулированное в  виде четких и  одно-
значных правил и алгоритмов, облегчает освоение способов грамотного обосно-
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вания своей позиции, разрешения проблемных ситуаций и тем самым помогает 
учащимся переносить изученные способы действий в жизненную практику.

8. Формирование ценности здорового образа жизни, усвоение правил индивидуаль-
ного и коллективного безопасного поведения в чрезвычайных ситуациях.

На уроках математики по курсу алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов уча-
щиеся приобретают системный опыт преодоления затруднений на основе метода 
рефлексивной самоорганизации, осваивают и многократно успешно применяют 
алгоритмы эффективного разрешения проблемных ситуаций (на примере мате-
матических проблем). Благодаря этому у них формируется умение воспринимать 
ситуации затруднения не как повод для тревоги и огорчения, а как сигнал для ак-
тивного поиска способов и средств их преодоления. Развитие волевой саморегу-
ляции, способности осуществлять верный выбор стратегии поведения и преодо-
ления возникших трудностей.

Содержание и  методики курса алгебры «Учусь учиться» предполагают си-
стемное освоение учащимися всего комплекса организационно-рефлексивных 
действий. Таким образом, данный курс становится площадкой, на которой у уча-
щихся в процессе изучения математики формируются адаптационные механизмы 
сохранения и поддержки своего здоровья, продуктивного поведения и действия 
в любых проблемных ситуациях, требующих изменения себя и окружающей дей-
ствительности.

9. Развитие опыта экологически ориентированной рефлексивно-оценочной 
и практической деятельности в жизненных ситуациях.

Развитие опыта рефлексивно-оценочной деятельности в курсе алгебры «Учусь 
учиться» для 7–9 классов осуществляется на уроках рефлексии и  обучающего 
контроля знаний, а также на этапах самоконтроля и рефлексии учебной деятель-
ности уроков всех типов. Опыт самопроверки и критериальной самооценки своей 
работы и учебной деятельности в целом, выявление и коррекции своих ошибок 
вырабатывают у  учащихся ответственное отношение к  собственным действиям 
и  поступкам, что и  составляет основу современного экологического мышления 
и рефлексивно-оценочной и практической деятельности в жизненных ситуациях.

11. Развитие эстетического сознания, освоение творческой деятельности эсте-
тического характера.

Формирование у учащихся эстетического сознания средствами предмета ма-
тематики в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов основано на результа-
тах исследований эстетической привлекательности математических объектов, из 
которых следует, что эстетические чувства у  ученика при изучении математики 
возникают через восприятие гармонии (например, стройности и убедительности 
математических рассуждений) и такие характеристики математического знания, 
как неожиданно простое и наглядное решение сложной задачи, универсальность 
математического языка, выражение с его помощью взаимосвязи внешне различ-
ных явлений, упорядоченность и структурированность математических объектов, 
их внутреннее единство.

Дидактической основой формирования мотивации к творческому труду в дан-
ном курсе является принцип творчества, который обеспечивается, прежде всего, 
возможностью для каждого ученика на уроках открытия нового знания включать-
ся в  процесс создания новых способов действий. Помимо этого, учащимся си-
стематически предлагаются задания творческого характера, где им требуется про-
явить активность, создать что-то новое.

В курсе практикуются также творческие домашние задания, где учащимся 
предлагается найти и представить некоторую информацию, придумать свои при-
меры, задачи или уравнения, конкретизирующие изученный в классе новый спо-
соб действий, либо создать собственный проект.

Таким образом, в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов у учащихся 
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развивается эстетическое сознание и формируются опыт творческой деятельно-
сти с учетом специфики предмета математики.

Достижение метапредметных результатов ООП в курсе «Учусь учиться»
Возможность достижения метапредметных результатов образования, опреде-

ленных ФГОС, обеспечивается в курсе алгебры «Учусь учиться» для 7–9 классов 
в  процессе формирования познавательных, регулятивных и  коммуникативных 
УУД на основе технологии и  системы дидактических принципов детельностно-
го метода обучения и соответствующих им содержания, методик и методического 
обеспечения данного курса.

Вначале на уроках математики в  ТДМ учащиеся приобретают первичный 
опыт выполнения осваиваемого УУД. Затем организуется мотивация учащихся 
к  его самостоятельному выполнению и  знакомство с  соответствующей нормой 
(правилом, алгоритмом) выполнения данного УУД (или структуры учебной де-
ятельности в целом). После этого учащиеся уже осознанно включают изученное 
УУД в практику обучения на уроках и во внеурочной деятельности при организа-
ции процессов самовоспитания и саморазвития. В завершение, учащимся пред-
лагается самоконтроль изучаемых УУД и обучающий контроль.

Таким образом, формирование каждого УУД, входящего в структуру учебной 
деятельности, проходит через все необходимые, методологически обоснованные 
этапы:

1) опыт действия и мотивация;
2) знание способа действия;
3) тренинг, самоконтроль и коррекция;
4) контроль.
Изученные УУД включаются в практику каждого урока, и у учащихся посте-

пенно и поэтапно вырабатывается весь комплекс метапредметных умений в соот-
ветствии с требованиями ФГОС.

В непрерывном курсе математики «Учусь учиться» при формировании каж-
дого УУД часть этого пути учащиеся проходят в 1–4 классах начальной школы, 
затем последовательно — в курсе математики 5–6 классах, и завершают — в курсе 
алгебры 7–9 классов.

Федеральный государственный образовательный стандарт основного общего 
образования устанавливает следующие требования к метапредметным результа-
там образования.

1. Умение самостоятельно определять цели своего обучения, ставить и форму-
лировать для себя новые задачи в учёбе и познавательной деятельности, развивать 
мотивы и интересы своей познавательной деятельности.

На начальных этапах обучения по курсу математики «Учусь учиться» учитель 
на этапах 3 («Выявление места и причины затруднения») и 4 («Построение проек-
та выхода из затруднения») уроков в ТДМ с помощью подводящего диалога помо-
гает учащимся осознать недостаточность имеющихся у них знаний по математике, 
а затем предлагает им самим поставить цель своей учебной деятельности, коррек-
тируя и уточняя их версии пока без обращения к общему способу целеполагания.

В курсе алгебры 7–9 классов организуется мотивация учащихся к освоению 
умения самостоятельно ставить перед собой учебную цель. Обобщая имеющийся 
у них опыт, учащиеся под руководством учителя фиксируют содержание понятия 
цели и алгоритм постановки цели учебной деятельности, а  затем на следующих 
этапах обучения делают это самостоятельно, сопоставляя свои действия с этало-
ном и, при необходимости, корректируя их. В завершение учащимся предлагается 
самоконтроль и обучающий контроль умения выполнять данное УУД.

Отметим, что если в 1–6 классах учащиеся познакомились с общим способом 
целеполагания, то в 7–9 классах учащиеся тренируют умение ставить цель. В ходе 
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проведения 3 и 4 этапов урока в ТДМ учащимся систематически предлагается вы-
полнять самоконтроль, в  завершении учитель организует обучающий контроль 
умения выполнять данное УУД.

Таким образом, формирование готовности к целеполаганию проходит через 
все указанные выше необходимые этапы формирования УУД. В результате уча-
щиеся овладевают способностью самостоятельно определять цели своего обуче-
ния, ставить и формулировать для себя новые задачи в учебе, развивать мотивы 
и интересы своей познавательной деятельности.

2. Умение самостоятельно планировать пути достижения целей, осознанно вы-
бирать наиболее эффективные способы решения учебных и познавательных задач.

Технологические требования к  4 этапу урока в  ТДМ («Построение проекта 
выхода из затруднения») состоят в том, что учащиеся в коммуникативной форме 
обдумывают проект своих будущих учебных действий:
ü ставят цель;
ü согласовывают тему урока;
ü выбирают способ;
ü строят план достижения цели;
ü определяют средства, ресурсы и сроки.
Благодаря этому, появляется возможность организовать надежное формиро-

вание у учащихся указанных УУД посредством проведения их описанным выше 
путем в 5–9 классах: опыт — знание способа — применение, самоконтроль и коррек-
ция — контроль. Важно и то, при этом учащиеся овладевают коммуникативными 
умениями и способностью оценивать время, средства и ресурсы для своих планов, 
а на следующем этапе урока — доводить свои планы до исполнения.

3. Умение соотносить свои действия с планируемыми результатами, осущест-
влять контроль своей деятельности в процессе достижения результата, определять 
способы действий в  рамках предложенных условий и  требований, корректировать 
свои действия в соответствии с изменяющейся ситуацией.

В соответствии с общим подходом, принятым в данном курсе, формирование 
умения соотносить свои действия с планируемыми результатами и контролиро-
вать свою деятельность в  процессе достижения результата осуществляется на 7 
этапе уроков в  ТДМ («Самостоятельная работа с  самопроверкой по эталону»). 
При проведении данного этапа учащиеся самостоятельно выполняют задания 
нового типа, осуществляют их самопроверку, пошагово сравнивая с  эталоном, 
выявляют и  корректируют возможные ошибки, определяют способы действий, 
которые вызывают у них затруднения, строят планы по их доработке. Этому же 
посвящены и уроки рефлексии, но на этих уроках учащиеся не просто выявляют 
свои проблемы, а  уже непосредственно выполняют коррекцию своих действий 
и вырабатывают соответствующие умения.

Как и  при формировании всех универсальных учебных действий в  данном 
курсе учащиеся вначале приобретают первичный опыт выполнения изучаемых 
УУД, затем знакомятся с нормами их выполнения, сформулированными в виде 
правил и  алгоритмов, и  после этого осознанно выполняют эти универсальные 
действия на каждом уроке по математике курса «Учусь учиться».

Адаптационные механизмы поведения, способность к  быстрому реагирова-
нию на изменяющиеся условия жизни и деятельности вырабатываются у учащих-
ся посредством реализации в образовательном процессе дидактических принци-
пов вариативности и творчества, освоения ими способов решения проблем твор-
ческого и поискового характера.

Творческие способности проявляются в стремлении открыть общую законо-
мерность, лежащую в основе каждого отдельного решения (Д. Б. Богоявленская). 
Следовательно, системное приобретение опыта построения общего способа ма-
тематических действий, освоение метода рефлексивной самоорганизации, зна-
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комство с общенаучными методами решения исследовательских проблем (метод 
перебора, метод проб и ошибок и др.) дает учащимся инструмент эффективного 
поведения в нестандартной ситуации.

4. Умение оценивать правильность выполнения учебной задачи, собственные воз-
можности ее решения.

На 9 этапе уроков в ТДМ («Рефлексия учебной деятельности на уроке») по-
добным же образом формируется умение вырабатывать самооценку своей учеб-
ной деятельности. На данном этапе фиксируется новое содержание, изученное на 
уроке, организуется процесс соотнесения целей и результатов, собственной учеб-
ной деятельности и изученного алгоритма ее выполнения и делается вывод о ее 
эффективности /неэффективности.

Оценивать свои возможности решения учебных задач школьники учатся 
в  процессе выбора собственного уровня работы. В  учебниках выделены обяза-
тельные и необязательные задания, принцип вариативности реализуется, в част-
ности, посредством составления самими учащимися некоторой части классной 
и  домашней работы путем самостоятельного выбора «подходящих» для них по 
каким-то признакам заданий. Таким образом, они систематически приобретают 
опыт оценки своих возможностей решения учебных задач.

5. Владение основами самоконтроля, самооценки, принятия решений и осущест-
вления осознанного выбора в учебной и познавательной деятельности.

Формирование основ самоконтроля и самооценки, самостоятельного приня-
тия решений и осознанного выбора своей образовательной траектории формиру-
ется в курсе математики «Учусь учиться» в соответствии с принятым общим под-
ходом на 7 этапе уроков в  ТДМ («Самостоятельная работа с  самопроверкой по 
эталону») и на уроках рефлексии.

По мере освоения метода рефлексивной самоорганизации общие алгоритмы 
УУД, в  том числе и  действий самоконтроля и  самооценки, совершенствуются 
и уточняются. Так, на первых этапах обучения в начальной школе для самокон-
троля и коррекции своих ошибок учащиеся применяют простейший трехшаговый 
алгоритм (см. вариант алгоритма 1).

К 4 классу после изучения тем «Алгоритм», «Программа действий» они строят 
вариант алгоритма, который более подробно описывает последовательность дей-
ствий при самоконтроле.

В 5 классе данный вариант алгоритма еще раз уточняется (см. вариант алгорит-
ма 2), и учащиеся овладевают общим способом самоконтроля и коррекции своих 
действий, который они используют в дальнейшем в 7–9 классах и средней школе.

Кроме того, в методическом аппарате учебников 1–9 классов имеется систе-
ма самостоятельных и контрольных работ (в учебнике 8–9 классов с этой целью 
разработаны экспресс-тесты), которые позволяют учащимся после изучения каж-
дой темы и каждого раздела курса сделать вывод о достижении / недостижении 
поставленных целей и задач. Систематическое использование эталонов, то есть 
согласованных в  классе норм математической деятельности, которые учащиеся 
сами строят в ходе уроков, помогает им правильно определять, что именно они 
усвоили или не усвоили (то есть причины своего успеха / неуспеха), и на этой ос-
нове осуществлять осознанный выбор траектории своего саморазвития в учебной 
и познавательной деятельностях.

Выработка отношения к ошибке как рабочей ситуации, требующей коррек-
ционных действий, наряду с освоением учащимися эффективных инструментов 
коррекции собственных ошибок (метод рефлексивной самоорганизации, алго-
ритм исправления ошибок) формируют у учащихся способность конструктивно 
действовать даже в ситуации неуспеха.

Аналогичным образом формируются основы самооценки собственной деятель-
ности на основе 9 этапа уроков в ТДМ («Рефлексия учебной деятельности на уроке»).
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Вариант 1:

1. Определяю, какое правило я знаю
2. Повторяю правило
3. Применяю правило

Вариант 2:
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6. Умение определять понятия, создавать обобщения, устанавливать аналогии, 
классифицировать, самостоятельно выбирать основания и критерии для классифи-
кации, устанавливать причинно-следственные связи, строить логическое рассужде-
ние, умозаключение (индуктивное, дедуктивное и по аналогии) и делать выводы.

Логические действия являются основными видами учебных действий при вы-
полнении практически всех заданий курса математики «Учусь учиться». Решая 
задачи и примеры, уравнения и неравенства, устанавливая и продолжая законо-
мерности, моделируя объекты и процессы, строя диаграммы и графики, преоб-
разовывая фигуры, учащиеся выполняют действия анализа и синтеза, сравнения 
и обобщения, классификации и аналогии, устанавливают причинно-следствен-
ные связи, подводят под понятия, строят логические рассуждения, обосновывают 
выполняемые ими операции.

Задания учебников, начиная с самого 1 класса, подобраны так, чтобы систе-
матически предоставлять учащимся возможность тренировать весь комплекс ло-
гических операций и необходимость устанавливать взаимосвязи, логически обо-
сновывать свои действия. В формулировках заданий часто используются обороты 
«Проанализируй…», «Сравни…», «Что общего?», «Выполни задание по образцу», 
«Сделай вывод», «Обоснуй свой ответ», «Разбей на части…» и т. д. Но даже если 
этих оборотов нет, то все равно решение практически любого задания курса мате-
матики требует от учащихся построения цепочек логических рассуждений.

В 1–6 классах в  рамках логической линии учащиеся изучают темы «Выска-
зывания», «Виды высказываний», «Определение», «Логическое следование», «Об-
ратное утверждение», «Отрицание высказываний» и др. В 7–9 классах изучаются 
сложные высказывания с союзами «и» и «или».

На этих уроках учащиеся не просто приобретают опыт выполнения логиче-
ских действий, а  фиксируют эти действия в  форме эталонов. Затем изученные 
логические понятия используются при изучении всех тем курса. Таким образом, 
создаются условия не только для надёжного усвоения самих этих понятий и фор-
мирования умения их грамотного использования, но и для их применения в жиз-
ни и практической деятельности, а также для более глубокого и осознанного усво-
ения собственно математического содержания курса.

7. Умение создавать, применять и  преобразовывать знаки и  символы, модели 
и схемы для решения учебных и познавательных задач.

Математический язык представляет собой знаки и  символы, описывающие 
количественные отношения и пространственные формы окружающего мира. По-
этому знаково-символические средства математического языка — цифры и бук-
вы, знаки сравнения и  арифметических действий, математические выражения, 
геометрические фигуры, числовой луч, диаграммы и графики и др.— системати-
чески используются на уроках математики для представления информации, мо-
делирования изучаемых объектов и процессов окружающего мира, решения учеб-
ных и практических задач.

Кроме того, в курсе математики «Учусь учиться» широко представлены пред-
метные и графические модели самих математических объектов и операций — на-
туральных, дробных, положительных и  отрицательных чисел, арифметических 
действий, функциональных зависимостей между величинами, уравнений и нера-
венств и др. Учащиеся сами строят модели этих объектов, постепенно осознавая 
суть математического метода исследования реального мира — «умение называть 
разные вещи одним именем» (А. Пуанкаре).

Начиная с самых первых уроков знакомства с текстовыми задачами, учащие-
ся систематически работают с их материализованными моделями (схематически-
ми рисунками, схемами, таблицами), наглядно представляющими существенные 
характеристики исследуемых объектов  — количественные и  пространственные 
отношения между ними, взаимосвязи между объектом и его частями и др. Дети 
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учатся читать и строить эти модели, используют их для анализа и поиска решения 
текстовых задач, интерпретации полученных результатов, выявления общих спо-
собов действия во внешне различных ситуациях. Благодаря этому, они не только 
глубже усваивают учебное содержание по математике, но и овладевают умением 
использовать знаково-символические средства представления информации для 
создания моделей изучаемых объектов и процессов.

При этом на доступном для учащихся уровне перед ними раскрываются все 
три основных этапа математического моделирования:

1) этап математизации действительности, то есть построения математиче-
ской модели некоторого фрагмента действительности;

2) этап изучения математической модели, то есть построения математической 
теории, описывающей свойства построенной модели;

3) этап приложения полученных результатов к реальному миру.
Так, при решении текстовой задачи ученик читает и анализирует ее, перево-

дит текст на знаково-символический язык — строит схемы и схематические ри-
сунки, отражающие числовые и пространственные отношения между объектами, 
процессами, целым объектом и его частями, затем работает с моделью, получает 
результат и соотносит его с данными в исходном тексте задачи.

Этот путь учащиеся проходят и  при построении математических понятий 
и способов действий. На всех этапах обучения с 1 по 9 класс предметные и графи-
ческие модели помогают раскрыть перед учащимися недостаточность их знаний 
и необходимость построения некоторого нового понятия или алгоритма. С другой 
стороны, модели позволяют организовать процесс его практического построения 
самими детьми, то есть пройти первый этап математического моделирования.

На втором этапе — этапе изучения построенной математической модели, уча-
щиеся выявляют свойства изучаемых математических объектов и на этапе прило-
жения полученных результатов с их помощью решают актуальные практические 
задачи (например, строят приемы рациональных вычислений, применяют свои 
знания для решения текстовых задач и т. д.).

Таким образом, они не просто осваивают знаково-символические средства 
представления информации для создания моделей изучаемых объектов и процес-
сов, но и приобретают начальные представления об общенаучном методе иссле-
дования реального мира — математическом моделировании.

8. Смысловое чтение.
В курсе математики «Учусь учиться» формирование у учащихся навыков смыс-

лового чтения текстов осуществляется при работе с тестовыми задачами, текстами 
учебника, справочной литературой и Интернет-источниками. В качестве научно-
го инструмента при этом используется метод работы с текстами (МРТ), разрабо-
танный в методологической версии теории деятельности (О. С. Анисимов).

На первом этапе учащиеся овладевают навыками понимания текстов задач 
с  опорой на наглядные материальные и  материализованные модели (схемати-
ческие рисунки, схемы, таблицы, числовые и буквенные выражения). При этом 
используются задачи-ловушки (с неполными данными, лишними данными, не-
реальными условиями), задачи в косвенной форме, задачи, требующие от детей 
сопоставления текстов, обобщения, самостоятельной формулировки вопросов, 
выбора возможных вариантов решения, задачи, имеющие внешне различные сю-
жеты, но одинаковые математические структуры, построение моделей текстовых 
задач, составление задач по схемам и выражениям и т. д.

Начиная с 1 класса, проводится системная работа по обучению детей анализу 
задачи на основе заданного общего алгоритма. Эта работа продолжается в основ-
ной школе и к 6 классу позволяет сформировать у большинства детей способность 
провести самостоятельный анализ любой текстовой задачи.

В 7–9 классе сформированные УУД системно применяются на уроках алгебры, 
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отрабатываются и закрепляются. При этом акцент делается на развитие у учащих-
ся самостоятельности в освоении учебного содержания. Учебные тексты написа-
ны таким образом, чтобы учащий (при желании) был способен самостоятельно 
осознать смысл нового шага и предложенные способы действий. Это достигается 
благодаря структуре теоретического материала, отражающей метод рефлексивной 
самоорганизации. Задачный раздел связан с теоретическим посредством ссылок 
типа: «Сопоставь свое предположение с правилом на стр. 7», «С помощью какого 
утверждения на стр. 34 можно обосновать полученный вариант?» и пр.

Такая структура учебника помогает учащимся самостоятельно работать с тео-
ретическим материалом, что важно для последующего обучения в 10–11 классах 
и дальнейшего профессионального саморазвития каждого ученика.

9. Умение организовывать учебное сотрудничество и совместную деятельность 
с учителем и сверстниками, работать индивидуально и в группе: находить общее ре-
шение и разрешать конфликты на основе согласования позиций и учёта интересов, 
формулировать, аргументировать и отстаивать своё мнение.

Структура уроков в  технологии деятельностного метода (ТДМ) включает 
в себя этапы, предполагающие получение разных версий ответов как естествен-
ный ход событий. Так, на этапе выполнения пробного учебного действия (этап 2) 
каждый учащийся получает свою версию ответа, и поскольку новый способ дей-
ствий еще не изучался, то каждый из них сталкивается с затруднением, но у всех 
оно разное: кто-то вообще не знает, с чего начать и не получил никакого ответа; 
у других ответы есть, но они оказались неверными; а кто-то получил верный от-
вет, но не знает, как его обосновать (ведь способ действий еще не изучался).

Поэтому всегда возникают разные версии, мнения, которые учащиеся при-
учаются внимательно и уважительно выслушивать и обсуждать. Аналогичным об-
разом, гипотезы, которые выдвигают учащиеся на этапе проектирования (этап 4), 
тоже разные, но при этом каждая из них может помочь найти верный результат.

Таким образом, образовательная среда, которая создается при работе в ТДМ 
на рассмотренных и других этапах урока, формирует у учащихся готовность вос-
принимать различные точки зрения, вести диалог, согласовывать позиции с уче-
том всех высказанных мнений, находить общее решение, формулировать, аргу-
ментировать и отстаивать своё мнение.

Необходимость на уроках открытия нового знания совместно решать общую 
задачу предполагает системное использование в обучении диалоговых форм об-
щения под руководством учителя, парной и групповой форм работы, в ходе ко-
торых у учащихся формируется умение организовывать учебное сотрудничество 
и совместную деятельность с учителем и сверстниками. Данные метапредметные 
умения формируются на 1–6 и 8–9 этапах уроков в ТДМ, кроме этапа 7 («Само-
стоятельная работа с самопроверкой по эталону»), где отрабатываются индивиду-
альные формы работы.

В ходе совместной деятельности учащихся в группах и парах используется рас-
пределение ролей на основе общих правил коммуникативного взаимодействия. 
При этом основным мотивом для согласованных действий и  конструктивного 
разрешения конфликтных ситуаций посредством учета интересов каждого явля-
ется необходимость получения и представления общего результата: те, кто не су-
мел договориться и правильно организовать свою работу,— проигрывают.

10. Умение осознанно использовать речевые средства в  соответствии с  задачей 
коммуникации для выражения своих мыслей, планирования и регуляции своей деятель-
ности, владение устной и письменной речью, монологической контекстной речью.

Технологической основой эффективного достижения указанного результата 
в курсе математики «Учусь учиться» является использование правил коммуника-
тивного взаимодействия общей теории деятельности (О. С. Анисимов) и поэтап-
ная теория формирования умственных действий (П. Я. Гальперин).
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Учащиеся имеют возможность поэтапно овладевать речевыми средствами для 
решения коммуникативных и познавательных задач на разных уровнях:

1) выражение в речи своих учебных действий и их результатов по заданному 
алгоритму;

2) выражение в речи своих учебных действий и их результатов по известному 
алгоритму в типовых ситуациях;

3) выражение в  речи своих учебных действий и  их результатов в  поисковых 
ситуациях по заданному общему плану действий;

4) выражение в  речи своих учебных действий и  их результатов в  ситуациях 
творческого поиска.

Первый вид речевого высказывания осуществляется на 6 этапе урока в ТДМ 
(«Первичное закрепление с проговариванием во внешней речи»), где каждый уча-
щийся выполняет комментирование (фронтально, при работе в парах, в группах) 
типовых заданий на способ действий, построенный на данном уроке самими уча-
щимися под руководством учителя.

Второй и  третий виды речевого высказывания осуществляются на 8 этапе 
урока открытия нового знания в ТДМ («Включение в систему знаний и повторе-
ние») и на уроках рефлексии. Учащиеся систематически используют алгоритмы, 
построенные на предыдущих уроках, для комментирования решения примеров, 
уравнений, простых и составных задач в типовых и поисковых ситуациях (когда 
алгоритмы известны, но не заданы непосредственно).

Четвертый вид речевого высказывания осуществляется на 3–5 этапах урока 
открытия нового знания в  ТДМ («Выявление места и  причины затруднения», 
«Построение и реализация проекта»), а также на уроках рефлексии и внеклассной 
работе при решении творческих задач и в коллективной и индивидуальной про-
ектной работе, где предполагается также активное использование средств ИКТ. 
Здесь же предусмотрена подготовка и проведение учащимися презентаций своих 
творческих работ, что способствует развитию не только речевых средств, но и по-
знавательных и коммуникативных УУД.

11. Формирование и развитие ИКТ–компетенций.
При работе по курсу математики «Учусь учиться» на всех возрастных этапах 

с 1 по 9 класс учащиеся овладевают широким спектром первичных навыков ра-
боты с информацией: они учатся анализировать, сравнивать и обобщать инфор-
мацию, осуществлять ее синтез и классификацию, вести запись, осуществлять 
поиск необходимой информации, выделять и  фиксировать информацию, си-
стематизировать ее, интерпретировать, преобразовывать, передавать и хранить, 
представлять информацию и  создавать новую в  соответствии с  поставленной 
учебной целью.

Формирование умений осуществлять поиск необходимой информации и ра-
ботать с ней реализуется в учебниках данного курса по нескольким направлениям:

• целенаправленный поиск конкретной информации (знаний, способов дей-
ствий) для решения учебных задач, презентаций своих творческих работ и т. д.;

• отсылки по текстам учебников, например, к предыдущим текстам и задани-
ям, справочным материалам, энциклопедиям и т. д.;

• поиск информации в различных источниках (в книгах, журналах, справоч-
никах и энциклопедиях, в сети Интернет, в беседах со взрослыми и др.) для вы-
полнения проектных работ и последующая работа с ней: анализ и систематизация 
собранной информации, представление полученной информации в нужном виде 
(в виде текстов для школьной газеты или буклета, набранных с помощью клавиа-
туры компьютера, в виде рисунков, таблиц, презентаций, диаграмм и т. д.).

Уже в  начальной школе учащиеся работают с  таблицами, схемами, множе-
ствами, строят диаграммы Эйлера–Венна, находят подмножества, объединение 
и пересечение множеств, выполняют их классификацию по заданным свойствам, 
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строят круговые и столбчатые диаграммы, графики движения. Эта работа систем-
но продолжается в основной школе с использованием координат на плоскости, 
формул и  графиков функций, что дает новые возможности для представления 
и интерпретации полученных данных.

На всех уроках математики школьники овладевают навыком фиксирования 
информации средствами математического языка  — выражений и  формул, гра-
фиков и схем. Они самостоятельно строят алгоритмы новых способов действий 
(линейные, разветвленные, циклические) и фиксируют их с помощью блок-схем. 
Работая с текстовыми задачами, они учатся выделять существенную информацию 
и  представлять ее в  форме схематических рисунков, графических схем, таблиц. 
Затем они анализируют полученную таким образом информацию и на этой осно-
ве решают поставленные познавательные задачи.

Разработанная в  данном курсе система эталонов позволяет сформировать 
у учащихся навык целенаправленного поиска в известном источнике нормативно 
заданной информации, нужной для решения задач и обоснования правильности 
своих действий. Этому же служат приведенные в учебнике правила, формулы, об-
разцы решения задач и примеров.

При подготовке проектов во внеурочной индивидуальной и групповой работе 
учащиеся осуществляют поиск информации в ситуации, когда источник инфор-
мации не известен. При этом они используют справочную литературу и Интер-
нет-ресурсы, подготовку презентаций с  использованием современных техноло-
гических средств (фотографирование, сканирование, презентации в Power Point 
и т. д.).

12. Формирование и развитие экологического мышления, умение применять его 
в познавательной, коммуникативной, социальной практике.

В процессе изучения курса математики «Учусь учиться» для 1–9 классов 
в соответствии с принципом целостного представления о мире, входящего в ди-
дактическую систему деятельностного метода обучения, у  учащихся формиру-
ется современная научная картина мира. Изучаемые математические понятия 
рассматриваются в  их собственном закономерном развитии, в  многообразии 
отношений с  другими объектами, понятиями, явлениями и  процессами, что 
формирует представление о математике как общей понятийной базе различных 
областей знания.

Таким образом, математическое знание позволяет раскрыть глубинную связь 
между явлениями, внешне никак не связанными друг с другом. С другой стороны, 
деятельностный метод обучения помогает сформировать у учащихся личностное 
отношение к  изучаемым знаниям, неравнодушное, ответственное отношение 
к результатам своей деятельности.

Благодаря этому, средствами математического образования удается внести су-
щественный вклад в формирование базового компонента экологического мышле-
ния и экологического воспитания — осознания глубинной взаимосвязи природы, 
общества, человека, их влияния и зависимости друг от друга, а также воспитания 
у учащихся чувства ответственности за свои поступки.

Отметим, что многие личностные и метапредметные результаты формируют-
ся в курсе алгебры опосредованно: при выполнении многих заданий на расшифровку 
предлагаются высказывания и слова, которые могут послужить поводом для дис-
куссии на тему отношений между людьми, патриотизма, моральных проблем, от-
ношения к учебе.

Так, например, в 8 классе при нахождении набольшего и наименьшего зна-
чения квадратного трехчлена учащиеся выстраивают соответствующие им бук-
вы по возрастанию (убыванию) и получают понятия: «искренность» и «бескоры-
стие». Им предлагается ответить на вопрос, связаны ли эти понятия с понятием 
«дружба».
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В 9 классе для уточнения представления о  приближенных вычислениях ис-
пользуется содержание, отражающее экологические проблемы нашей планеты: 
«Прочитайте следующие предложения:

а) В течение XX века численность населения мира выросла от 1,65 до 6 мил-
лиардов.

б) Несмотря на огромную роль лесов, каждую минуту на нашей планете вы-
рубается от 14 до 20 га леса.

в) С начала XVII по конец XX в. с лица Земли исчезло 68 видов млекопитаю-
щих, 130 видов птиц, 28 видов рептилий, 6 видов рыбы и 6 видов амфибий.

Можно ли считать указанные числа точными значениями данных величин. 
Поясните свой ответ. Как называют такие данные?»

Подобная работа проводится в курсе «Учусь учиться» систематически.
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